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introduzione

Questa tesi tratta i nodi in R? come oggetti topologici. Questi
nascono come astrazione matematica dell’oggetto fisico dato da
una corda coi capi giunti nello spazio tridimensionale, che puo
essere “annodata” oppure “non annodata”.

La teoria matematica dei nodi si sviluppa nella seconda meta del-
I’Ottocento a partire dagli studi di lord Kelvin sui vortici anno-
dati di etere come modelli per gli atomi e rappresenta un settore
molto sviluppato della topologia. Il problema principale di questa
teoria ¢ la classificazione dei nodi a meno di deformazioni topolo-
giche. L’obiettivo di questa tesi é quello di presentare il teorema
di Akbulut-King che afferma che ogni nodo ha una rappresenta-
zione come varieta algebrica reale, cioé puo essere realizzato come
una curva chiusa che sia il luogo degli zeri di un polinomio reale.

Prima di considerare il teorema si introducono i concetti che
intervengono nell’enunciato e gli strumenti necessari alla sua di-
mostrazione.

Nel primo capitolo si richiamano brevemente le nozioni preli-

minari di varieta topologica, differenziabile, orientabile. Nel para-
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grafo 1.3 si presentano alcune costruzioni di varieta quali somma
connessa e doppio, e si mostra che una superficie compatta con
bordo ¢ topologicamente una serie di bande incollate a dischi.

Nel secondo capitolo si entra nel merito della teoria dei nodi,
definendo il concetto di nodo come classe di equivalenza di im-
mersioni della circonferenza nello spazio. A questo punto si da
la definizione di superficie di Seifert di un nodo come superficie
orientata che ha come bordo il nodo stesso.

Nel terzo capitolo si presentano gli insiems: algebrici reali come
insiemi di zeri di polinomi sul campo reale, e alcune loro proprieta
elementari. Nel paragrafo 3.3 si affronta la dimostrazione del

teorema di Akbulut-King.

vi
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Capitolo 1

Nozioni topologiche
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In questo capitolo si forniscono i richiami delle principali nozioni di topo-
logia necessarie riguardanti il concetto di varieta. Per maggiori dettagli cfr.

| Kosi93].

1.1 Varieta topologiche

Definizione 1.1 (m-varieta topologica con bordo). Una m-varietd to-
pologica con bordo é uno spazio topologico M che sia Ty, II-numerabile e tale
che per ogni punto p € M esiste un intorno aperto U C M del punto p ed
un omeomorfismo ¢ : U — @(U) con @(U) aperto in R} = {(x1,...,2,) |
x1 > 0}. Si dice bordo di M Uinsieme OM = {p € M | 3 (U,¢) | ¢(p) =0)}.

Se OM = 0 si dice che M ¢ una varieta senza bordo.

La coppia (U, ¢) nella definizione precedente si chiama carta locale. Una
famiglia {(Ua, @a)}acer di carte locali (Us, ¢q) tali che |J,; Us = M si dice

atlante.
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Inoltre una l-varieta topologica prende il nome di curva, mentre una

2-varieta quello di superficie.

Esempio 1.1 (di varieta topologiche). L’intervallo chiuso [a,b] é una curva
con bordo gli estremi a,b, mentre |a,b[ e S* sono curve senza bordo; la 2-
boccia B? & una superficie con bordo S!, mentre la sfera S? e il toro T2 sono

altri esempi di superfici.

VARIETA | DIM | BORDO
R! 1 0
B! 1 | {-1,1}
St 1 0
I 1 {0,1}
R? 2 0
B? 2 St
S? 2 0
T2 2 0

1.2 Varieta differenziabili

Un’applicazione f : U — V tra aperti U C R™ e V C R" si dice dif-
ferenziabile se e soltanto se tutte le derivate parziali di qualsiasi ordine
OFfi /0™ ... Dx™ esistono e sono continue. Inoltre f si dice un diffeomor-
fismo se e solo se esiste I'inversa f~! e sia f che f~! sono differenziabili.
Un’applicazione differenziabile & detta regolare in € U se e soltanto se il
rango rgz f della funzione f calcolato nel punto Z, cioé il rango della matrice

Jacobiana J;f = (0f7/0x"), & massimo, ovvero coincide con min{m,n}.

Definizione 1.2 (carte differenziabilmente compatibili). Sia M wuna

m-varietd topologica allora (Uy, o) € (Ug, wg) carte locali di M sono dif-
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ferenziabilmente compatibili se e soltanto se l'applicazione composta po3 =

wp ot 0a(UsNUs) — 03(Us NUg) & un diffeomorfismo.

Figura 1.1: ¢, applicazione che cambia le coordinate.

L’applicazione ¢, prende il nome cambiamento di carta/coordinate.
Prima di dare la definizione di varieta differenziabile serve introdurre il

concetto di atlante differenziabile e struttura generata.

Definizione 1.3 (atlante differenziabile). Un atlante differenziabile é
un atlante U = {(Uy, pa) tacr tale che le carte (Uy, o) € (Ug, g) siano

differenziabilmente compatibili per ogni o, 3 € I.

Definizione 1.4 (struttura differenziabile). Una struttura differenziabile

S ¢ un atlante differenziabile massimale.

Si prova che per ogni atlante differenziabile U esiste un’unica struttu-
ra differenziabile § tale che Y C §. Questa é costituita da tutte le carte

differenziabilmente compatibili con quelle di .
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Definizione 1.5 (m-varieta differenziabile). Una m-varieta differenziabi-
le Ms & una coppia (M,S) con M una m-varieta topologica e S una struttura

differenziabile su M.

Spesso nella notazione si omettera il riferimento alla struttura differen-
ziabile, assumendo questa sottointesa.

E importante osservare che in dimensione < 3 ogni varieta topologica é
differenziabile e ammette essenzialmente un’unica struttutra differenziabile
a meno di diffeomorfismi. Quindi d’ora in poi quando si parlera di curve o
di superfici s’intendera sempre curve differenziabili e superfici differenziabili.
Dette (U,, ¢) e (U, 1) due carte rispettivamente di M e N varieta diffe-
renziabili, quanto espresso in precedenza in tema di applicazione differenzia-
bile si puo generalizzare nel contesto delle varieta considerando la composta
1o fop™t che agisce sugli aperti euclidei corrispondenti agli aperti di M ed

N, legata dall’applicazione f, v. fig. 1.2.

Figura 1.2: f applicazione differenziabile tra varieta.

Definizione 1.6 (applicazione differenziabile). Siano M, N due varieta

differenziabili e siano Sy, Sy le relative strutture differenziali, allora f :
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M — N si dice applicazione differenziabile se e soltanto se 1 o f o o=}

differenziabile ¥V (U, ¢) € Syr e (V) € Sn.

Il rango rg, f, con p € U, lo si definisce ora come 7g,,)¥ o f oo™, esso
ha la proprieta di non dipendere dalle carte utilizzate. Per verificare che
un’applicazione ¢ differenziabile basta controllare che la condizione posta

valga per le carte di due atlanti rispettivamente di M ed N.

Definizione 1.7 (diffeomorfismo). Sia f : M — N un’applicazione tra

varieta differenziabili, allora f diffeomorfismo se e soltanto se esiste l'inversa

f~' esia f che f~! sono differenziabili .

Definizione 1.8 (sottovarieta differenziabile). Sia (M,S) una varieta

differenziabile allora N C M n-sottovarieta differenziabile se e soltanto se

Vpe N 3(U,p) € S tale chepe U e p(UNN) = o(U)NR"™

Definizione 1.9 (applicazione regolare in un punto). Siano M = Mg,,
ed N = Ng, varieta differenziabili di dimensione rispettivamente m e n, e
sia f: M — N un’applicazione differenziabile allora, f si dice regolare in

p € M se e soltanto se rg, f=min{m,n}.

1.3 Varieta orientabili

Per introdurre il concetto di varieta orientabile é necessaria un’ulteriore
condizione sui cambiamenti di carta: quella di conservazione dell’orienta-
zione. Se f : U — V ¢é un’applicazione differenziabile regolare tra gli

aperti U, V C R™, si dice che f conserva l'orientazione se e soltanto se

DetJ, f>0Vz € U.

Definizione 1.10 (atlante orientato). Un atlante differenziabiled = {(U,,

V) taer C S si dice orientato se pap conserva l'orientazione ¥ o, [ € 1.
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Definizione 1.11 (orientazione). Un’orientazione O é un atlante orientato

massimale.

Una varieta si dice orientabile se ammette una orientazione. Si osserva

che per ogni atlante U orientato esiste ed ¢ unica un’orientazione O tale che

Uuco.

Definizione 1.12 (m-varieta orientata). Una m-varietd orientata é una
coppia (M, Q), alternativamente Mo, con M = Mg m-varieta differenziabile

e O un’orientazione su M.

Ogni varieta differenziabile connessa orientabile ha esattamente due orien-
tazioni opposte. Si puod dare un’orienzione ad una curva semplicemente fissan-
do un verso di percorrenza. Nel caso di una superficie immersa in R? I'orienta-
bilita coincide con I'esistenza di due facce distinte e scegliere un’orientazione
equivale a scegliere una delle due facce, in altre parole scegliere un campo
di versori normali alla superficie. Un classico esempio di supeficie non orien-

tabile & il nastro di Moebius in fig. 1.3. La conservazione dell’orientazione

Figura 1.3: una superficie non orientabile (nastro di Moebius).

precedentemente espressa trova una sua definizione per le varietd orientate:



NOZIONT TOPOLOGICHE 8
focalizzandosi sempre sulla composta 1 o f o ™! si puo stabilire se passando
da una varieta all’altra si mantiene o meno l'orientazione.

Definizione 1.13 (conservazione dell’orientazione). Sia f : Mo, —
No, un’applicazione differenziabile regolare tra warieta orientate allora f

conserva lorientazione se e soltanto se 1 o f o o=t conserva l'orientazione.

1.4 Somma connessa e doppio

A partire da due m-varieta connesse M, N se ne puo costruire una terza con
la somma connessa. Per gli scopi di questa tesi sara sufficiente considerare il

caso della somma connessa tra superfici illustrato in fig. 1.4.

M Dy
\\

e \/" W"\\

bt h

Figura 1.4: somma connessa nel caso di due superfici.

Definizione 1.14 (somma connessa). Siano M e N due superfici con-
nesse, la somma connessa MEN ¢é la superficie connessa che si ottiene ri-
muovendo due dischi aperti D1 e Dy rispettivamente da M e N e attaccando
M\ Dy a N\ Dy mediante l'identificazione dei bordi 0Dy e 0Dy con un
omeomorfismo h : 0Dy — 0Dy (cioé si identifica ogni punto x di 0Dy con la

sua immagine h(z) in 0Ds).
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Si pud dimostrare che la somma connessa M#N dipende solo dalle due
superfici M e N e non dalle scelte dei dischi Dy e Dy e dell’lomeomorfismo h.

Un’altra costruzione che si utilizzera nel seguito ¢ quella del doppio di una

e & i,
S i L_l//

Voo ——

o ™ gy

( @7 -~ & /

Figura 1.5: somma connessa nel caso di due tori.

varieta differenziabile. Anche in questo caso ci si limita a considerare il caso

delle superfici (v. fig. 1.6).

Definizione 1.15 (doppio della varieta). Sia M una superficie connessa
con bordo, si definisce il suo doppio 2M essere la superficie connessa senza
bordo che si ottiene come unione topologica di due copie di M i cui bords

sono tra loro identificati mediante [’identita.

1.5 Superfici orientabili

Ogni superficie compatta connessa orientabile senza bordo ¢ del tipo T}, (som-

ma connessa di g tori); se ad una superficie compatta connessa orientabile con
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)
U

1o

\

Figura 1.6: S? &~ 2B2

bordo si incolla un disco lungo ogni componente di bordo si ottiene una su-
perficie compatta senza bordo. Ogni superficie compatta connessa orientabile

con bordo é del tipo T} ,,, queste sono a due a due non omeomorfe.

1.6 Manici e bande

Definizione 1.16 (m;-manico). Data una m-varieta con bordo M, un m;-
manico attaccato ad M, con m; < m, € una copia omeomorfa del prodotto
B™i x B™™™i &2 B™ qncollata ad M mediante una immersione h : OB™ X

B™™i 5 OM.

Nel caso delle superfici si hanno manici in dimensione 0, 1 e 2 come
illustrato in fig. 1.7. In particolare, un l-manico in dimensione 2 puo essere
pensato come una banda attaccata ad una superficie, identificando le due

estremita con due intervalli contenuti nel bordo della superficie stessa.

Teorema 1.1 (trasformazione in bande). Sia S una superficie compatta
e connessa con bordo allora S si puo rappresentare mediante un numero finito

di bande (1-manici) incollate ad un numero finito di dischi (0-manici).
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V 7707
1 \ Q- man e

Figura 1.7: manici nel caso bidimensionale.
1.7 Intorni regolari

Ogni varieta differenziabile N ammette una metrica riemanniana g (v. [Kosi93|).
Si indica con d la distanza geodetica indotta da g. Se M C N é una sotto-
varieta differenziabile, si denota con N.M = {q € N | d(q, M) < €} I'intorno
tubolare di raggio e > 0 di M in N.

Teorema 1.2. Data una varieta differenziabile N con distanza geodetica d e
una sottovarieta differenziabile compatta M C N, per € > 0 sufficientemente
piccolo N.M ammette una struttura di B"~™-fibrato su M, con proiezione

m: NM — M definita da 7(z) = punto di M pit vicino ad x.

Definizione 1.17 (intorno regolare differenziabile). Data una sottova-

rieta M C N si dice intorno regolare di M in N [linsieme N.M = {q €
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N | d(q,M) < e} del tipo definito sopra, dove d & una distanza geodetica

arbitraria.

| __ Mdm(n)s
e T e /1/ olim(N) =2
&Pbm & ohim nom -

Figura 1.8: intorno regolare/tubolare caso m = 2.

l-bm,()“m W= L

Figura 1.9: intorno regolare/tubolare caso m = 1.

Si osserva che per ogni sottovarieta differenziabile compatta M C N esiste

sempre un intorno regolare e questo é unico a meno di diffeomorfismi di N,

cfr. [Kosi93|.



Capitolo 2

Nodi e superfici di Seifert
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2.1 Nodi in R?

In questo capitolo si concentra P’attenzione sui nodi in R? e sulle superfici di
Seifert. Come gia anticipato nell’introduzione, i nodi nascono come astrazio-
ne matematica dell’oggetto fisico dato da una corda con i capi giunti nello
spazio tridimensionale, che puo essere “annodata” oppure “non annodata”.
In questa esposizione ci si limita a considerare nodi differenziabili regolari,
altrimenti detti docili. In realta, esiste anche un concetto piu generale di
nodo, comprendente anche i cosidetti nodi selvaggi, ma questo va al di la

degli scopi di questa tesi.

Definizione 2.1 (nodo). Sia R? lo spazio euclideo tridimensionale, allora
N C R? si dice nodo se esiste un’immersione (un omeomorfismo sull imma-
gine) differenziabile regolare h: S' — R3 tale che h(S') = N. Una unione

disgiunta di piu nodi prende il nome di link.
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Figura 2.1: link di Hopf.

Due nodi possono essere equivalenti o isotopicamente equivalenti in base

alle definizioni seguenti:

Definizione 2.2 (nodi equivalenti). Ny, Ny nodi equivalenti se esiste un

diffeomorfismo h: R?® — R3 tale che h(Ny) = Ns.

Definizione 2.3 (nodi isotopicamente equivalenti). N; e Ny nodi isoto-
picamente equivalenti se esiste un’isotopia differenziabile dello spazio che por-
ta N1 su No, ovvero se esiste un’applicazione differenziabile H : R® x [0,1] —
R3 tale che hy : R® — R3 & un diffeomorfismo per ogni t € [0,1], hy = idgs e
hi(N1) = Nj.

Si puo dimostrare che ogni diffeomorfismo di R? che conservi Iorienta-
zione si puo realizzare mediante un’isotopia. Quindi la differenza tra 1’equi-
valenza isotopica e ’equivalenza sta nel fatto che si richieda oppure no che
il diffeomorfismo A nella definizione 2.1 conservi l'orientazione. Per esempio
il trifoglio sinistro e quello destro di fig. 2.2 sono equivalenti mediante una
riflessione (che inverte l'orientazione dello spazio), ma non sono isotopica-
mente equivalenti.

Un nodo si dice banale se é equivalente al’immersione standard di S* in R?
(come circonferenza unitaria), v. fig. 2.3. Tenendo conto del fatto che la ri-

flessione rispetto al piano R? fissa S*, ¢ facile vedere che una tale equivalenza
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Figura 2.2: trifoglio destro e sinistro.

puo essere sempre realizzata mediante un’isotopia. Un analogo concetto in

Lo o0

Figura 2.3: nodi banali.

dimensione diversa da 3 risulterebbe meno interessante, perché tutti i nodi
in R™ con n # 3 sarebbero banali. In particolare nel caso n = 2 si ha il

seguente teorema (cfr. [Kos88|):

Teorema 2.1 (di Schonflies). Sia N una curva chiusa semplice in R?,
allora esiste un omeomorfismo h : R? — R? tale che h(N) = S con S!
circonferenza standard in R?. Inoltre se N ¢& differenziabile e regolare, allora

h si puo assumere essere un diffeomorfismo.
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Definizione 2.4 (c-isotopia). Si definisce c-isotopia una isotopia tale che

ho = idgs e d(hi(z),z) < e per ogni t, x.

Ogni nodo, a meno di perturbazioni isotopiche arbitrariamente piccole,
cioé di e-isotopie con ¢ sufficientemente piccolo, ammette un diagramma nel
piano per mezzo di una proiezione non degenere, nel senso che gli unici punti

multipli sono punti doppi trasversali del tipo quello doppio proprio, v. fig.

Ok X

outo poprio W r’of)f{o m“amumilo’l\e
i f’ Criplo)

Figura 2.4: tipi di punti.

Definizione 2.5 (diagramma del nodo). Sia p : R? — R?, (21, 29, 23) —
(w1, 22), la proiezione sul piano, si definisce il diagramma del nodo N C R?
Uinsieme D = p(N), con ’evidenzazione dei sottopassaggi dei punti propri

doppi, assumendo sempre che la proiezione sia non degenere.

Combinando le mosse descritte in fig. 2.5, Reidemeister da un criterio

per stabilire se due nodi sono isotopicamente equivalenti.

Teorema 2.2 (teorema di Reidemeisteir). Siano Ny ed Ny nodi di R?,
Dy e Dy i rispettivi diagrammi, Ny isotopicamente equivalente ad Ny se e
soltanto se esiste M = (My, Ms, ..., M;, ..., M,), sequenza finita di mosse

che trasformi Dy in D.
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Bl

| l le tre
o) & ol
| l Reble e 3‘1'&' V-

(LR

i\

Figura 2.5: mosse di Reidemeister.

Utilizzando diagrammi e movimenti di Reidemeister sono stati classificati
inodi con diagrammi fino a 15 incroci. Nella fig. 2.7 si riportano i diagrammi

dei nodi fino ad otto incroci, cfr. |Lic97].

2.2 Superfici di Seifert

Definizione 2.6 (superficie di Seifert). Sia L C R* un link orientato,
una superficie di Seifert S per L ¢ una superficie orientata in R? tale che

0S = L e l'orientazione Oy del link L é indotta da quella O della superficie.

Ogni nodo ammette una superficie di Seifert (non unica, ovviamente). Per
esempio si puo costruire una superficie di Seifert a partire da un qualunque
diagramma orientato in modo abbastanza semplice. Sia D un diagramma
orientato per un link orientato L in S® e D sia D modificato per renderlo
senza sottopassaggi, compatibilmente all’orientazione. D ¢ unione disgiunta
di curve semplici chiuse orientate in S? e D ¢ il bordo dell’unione di alcuni
dischi disgiunti tutti su una parte di S%. Collegando questi dischi insieme

con una banda mezza girata agli incroci, cio forma una superficie orientata
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Figura 2.6: una superficie di Seifert.

con L il bordo (cfr. [Lic97]) ad esempio come in fig. 2.6, dove ci sono proprio

due dischi derivanti da questa costruzione e tre bande che li collegano.
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Figura 2.7: tabella dei nodi fino ad otto incroci

&



Capitolo 3

Algebricita reale dei nodi
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3.1 Nozioni sugli insiemi algebrici

Si inizia questo capitolo introducendo alcuni concetti relativi agli insiemi
algebrici reali, che serviranno per la dimostrazione del teorema di Akbulut-
King. Un insieme algebrico altro non é che I'insieme di zeri di una famiglia

finita di polinomi. Nel seguito si identificheranno i polinomi con le funzioni

polinomiali associate, cioé p € R[zy,. .., x,] sara identificato con la funzione
polinomiale p : R™ — R definita (x1,...,2,) — p(x1,...,T,).
Definizione 3.1 (insieme algebrico reale). Se I = {py,...,pr} C Rz,

.., Ty, allora linsieme algebrico reale associato ad I ¢ l'insieme V =V (I) =

V(pr,. o) = {2 €R" | pi(@) =0 ¥ i =1,...,k}

Si osserva che, dati py,...,px € R[zy,...,2,] e posto p=pi +... +pi €
Rlzy,...,2z,], si ha: p(zq,...,2,) =0 se e solo se p;(xy,...,x,) = 0 per ogni

i=1,...,k Quindi V(p1,...,pr) = V(p). Questa uguaglianza vale pero
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solo a livello insiemistico, ma non quando si vogliano studiare gli insiemi
algebrici nella loro struttura piu fine, come per esempio le singolarita.
Ricordando la definizione di ¢deale generato da I, con I un sottoinsie-
me di R[zy,...,2,], in notazione (I), come l'intersezione di tutti gli idea-
li contenenti I, ovvero (I) = {piq1 + p2go + ... + Puqn | P1,p2,--.,0n €
Ieq,q,...,qn € Rlzy,...,x,]}, sihache V(I) = V((I)). Infatti 'inclusio-
ne I C (/) implica immediatamente che V' ((I)) C V(I) mentre 'inclusione

inversa segue dal fatto che se p1(x) = ... = pp(x) = 0 allora si ha anche

pr(z)qu(z) + ... + pr(2)gn(z) = 0.
Esempio 3.1 (di insiemi algebrici reali).
e In R", V(1) =0;
e in R", V(0) =R™

o in R% V(22 +23—1) =S5 CR? v. fig. 3.1;

Figura 3.1: V(2?2 + 23 — 1) = S

o in R? V(2?2 + 123 — 1,721,120} = {(£1,0), (0,£1)}, v. fig. 3.2;

e sia V' C R? il toro di rotazione costituito dai punti di R*® che hanno

distanza 1 dalla circonferenza di equazione x = 0, y?>+2% = 4. Allora V
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Figura 3.2: un altro insieme algebrico reale.

¢ un insieme algebrico di equazione (? +y? + 22+ 3)% = 16(y* + 2?). Si
individuano su V il meridiano V; di equazione z = 0, 2%+ (y —2)* =1
e un parallelo V5 di equazione x = 0, y? + 22 = 1, entrambi insiemi

algebrici, v. fig. 3.3.

Figura 3.3: toro di rotazione intorno all’asse .

Si da ora la definizione di polinomio omogeneizzato associato di un dato
polinomio.
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Definizione 3.2 (omogeneizzato di un polinomio). Sep € R[zy,...,z,]
¢ un polinomio, allora il suo omogeneizzato & p* € R[t,xy,...,x,]| definito
p*(t,x) = tp(z/t) con d grado di p. Il polinomio p* risulta essere omogeneo

di grado d.

Esempio 3.2 (di polinomio omogeneizzato). Se p(z,y) = x?+zy>+y?> allora
p(tx,y) =thpla/ty/t) =t ((x/t) +a/ty/t)°+(y/t)’) = 2’ +ay’ +ta°.
Va fatto notare che p*(1,z) = p(z). Questo passaggio, che consente di tor-
nare dall’'omogeneizzato al polinomio di partenza, si chiama deomogeneizza-

zione.

Definizione 3.3 (polinomio aperto). Un polinomio p € Rlzy,...,x,] si

dice aperto se p*(0,x) # 0 per tutti gli x € R™\ {0}.

Esempio 3.3 (di polinomio aperto). p(z,y) = 22 +z2—1, infatti: p*(0,z) =
22 + 22 + 0 # 0 fuori da (0,0).

Definizione 3.4 (insieme algebrico chiuso proiettivamente). Un in-
steme algebrico V- C R™ si dice proiettivamente chiuso se esiste un polinomio

aperto p € Rlxy, ..., x,] tale che V =V (p).
Dire che V' é proiettivamente chiuso equivale a dire che é limitato in R".

Definizione 3.5 (punto non singolare di dimensione d in V). z €
V =V(I) tale che A p; € (I), i =1,2,...,n—d, ed 3 U C R" intorno di x

cosicché:
e UNV =UNNZ pH(0),
e i gradienti (\/p;),, 1 = 1,2,...,n —d sono linearmente indipendenti.

Definizione 3.6 (dimensione di V). dim(V) = max{d | 3z € V non

singolare di dimensione d}.
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Definizione 3.7 (insieme delle non singolarita). Nonsing V = {z € V|
x punto non singolare di dimensione dim(V)}. Analogamente si definisce
Uinsieme delle singolarita di V' come Sing V' = V \ Nonsing V. Si dice
insteme algebrico reale non singolare un insieme algebrico reale V' tale che

Sing V = ).

Esempio 3.4 (di insiemi algebrici singolari). In R3 2% + 22 = 22 ¢ l'equa-
zione di un cono che ha come unico punto singolare il suo vertice, z1x9 =0 ¢
I’equazione dell’unione di due piani coordinati, che ha come insieme di punti

singolari tutta la retta comune ai due piani.

Esempio 3.5 (di insiemi algebrici non singolari).

n+1 n+1

V= {(z1, 2, .., 2pp1) € R"| 16295@2 =3+ fo)Q}a
i=2 i=1

Vi = {(21,25,0,0,...,0) € R"™ | af + (2 — 20)* = 1},

n+1

‘/2:{(0)1‘27-..,xn+1) ERn+l | Zx? — 1}

1=2

sono tutti insieme non singolari.

3.2 Risultati preliminari

E noto che la sfera S3 C R* é possibile riguardarla come la compattificazione
di Alezandroff di R3, R = R3U {oo} = S3, infatti la proiezione stereografica
(v. fig. 3.4) dal punto co = (0,0,0,1) da un omeomorfismo tra S — {occ} e

R3. Quindi ogni nodo in R? si puo in realtd intendere contenuto in S3.
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Figura 3.4: compattificazione del piano.

Definizione 3.8 (separazione compatta). Sia X uno spazio topologico ed

S C X, allora S separa compattamente X se esistono insiemi chiusi X, e

X tali che X = XolJ X1 e S = Xo( X1 con Xy compatto.

Lemma 3.1. Siano X e Y C R" due insiemi algebrici non singolar: tali
che X C Y edim(X) = dim(Y) allora X \'Y & un insieme algebrico non

singolare e X UY e anche esso un insieme algebrico non singolare.

dimostrazione

La dimostrazione segue dal lemma 1.6 di [AK81b].

q.e.d.
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Lemma 3.2. Siano X, Y;, Z; C R" insiemi algebrici con 1 =1,..., k, sia
U C Nonsing X una sottovarieta compatta differenziabile con fibrato normale
banale, sia poi Z; N Z; = O per ogni i # j e sia Y; C (Nonsing Z;) N oU,
inoltre Z; NOU contenga un intorno di Y; in Z; per ogni i =1,..., k, allora
per ogni € > 0 esiste una e-isotopia H, che fissa Y1U...UYy, tale che hy(OU)
e un insieme algebrico non singolare. Inoltre se ogni Y; é chiuso proiettiva-
mente allora 'insieme algebrico hy(OU) di cui sopra si puo assumere chiuso

proiettivamente.

Corollario 3.1. Sia L C R3 un link allora esiste una piccola isotopia di R?
che trasforma L ad un insieme algebrico non singolare chiuso proiettivamen-

te.

dimostrazione

Sia U una superficie di Seifert per N, il risultato segue dal lemma 3.2

ponendo X =R3 Y, =0=27,e U =U.

q.e.d.
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3.3 1l teorema di Akbulut-King

S’intenda con €S53 C R* la sfera di raggio € centrata nell’origine di R*%.

Teorema 3.1 (algebricita dei nodi in S%). Sia N C S® un nodo allora
esiste un insieme algebrico reale Z C R* con Sing Z = 0 tale che la coppia

(S3,N) ¢ diffeomorfa alla coppia (€S3,eS*N Z).

dimostrazione
La dimostrazione consta di due parti, una sull’esistenza degli insiemi

algebrici dai quali costruire I'isotopia e I’altra sull’esistenza dell’isotopia.

Si debbono prendere un punto oo sulla sfera, ma non sul nodo, ed un
diffeomorfismo h : S\ {oo} — R?; si mostra che ci sono un insieme algebrico
non singolare chiuso proiettivamente W C R? ed un sottoinsieme algebrico
L C W tali che il bordo di un intorno regolare differenziabile di L in W ¢

isotopo in R?® ad h(N), copia diffeomorfa del nodo. Si prendano V, Vi, V,

e
[x:o,yf‘z.,>‘f)(

Figura 3.5: toro di rotazione intorno all’asse .

dell’esempio 3.1 sugli insiemi algebrici reali di pag. 23, v. fig. 3.5, si nota
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che V, Vi e V; sono insiemi algebrici non singolari chiusi proiettivamente.

Sia ora U C R? una superficie di Seifert per h7(XN). A meno di traslazione si
puo assumere U NV = (. Si pone quindi U’ = U#V somma connessa di U
e V per mezzo di un tubo (1-manico vuoto), curando di connetterlo a V' da
qualche parte in V' — (V43 UV;), v. fig. 3.6. In questo modo V; UV, C U’ e
V, C U, inoltre ogni intorno sufficientemente piccolo di V3 UV5 in U’ é anche

intorno di V4 U V4 in V. Togliendo un disco aperto D da U’, si ottiene una

Figura 3.6: la Seifert connessa al toro.

superficie U” = U’ — D il cui bordo dU” ¢ costituito da due componenti: N e
dD. Se si astrae dall’immersione di U” in R?, per il teorema 1.1 (trasformata
in bande) v’é una rappresentazione di U” in R? come unione di bande e dischi
come mostrato in fig. 3.7.

Si considerino le due sottovarietd L; e Ly di U” tra loro trasversali rappresen-
tate in fig. 3.8. Si puo assumere che V; e V5 siano rispettivamente componenti
di Ly e Ly. Allora si ha che U”\ (L1 U Ls) ¢ diffeomorfa a 9U” x [0, 1), mentre
U'\((Ly—V1)ULy) & diffeomorfa a 90U’ x [0, 1). Sia W' = 2U" il doppio di U".
Poiché U” ha fibrato normale banale, si pud considerare un diffeomorfismo

g : R3 — R3 tale che g(U")NU" = 9U" e g(U") UU” sia una sottovarieta
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Figura 3.7: U” in R? dopo astrazione e riduzione in bande.

Yz

Figura 3.8: caratterizzazioni delle L;.

differenziabile W’ di R? (v. fig. 3.9). Notare che g(L;)U (L2 \ V2) & un link.
Per il corollario 3.1 ¢’¢ un’isotopia che trasforma g(L;) U (Ly \ V2) in un
sottoinsieme algebrico non singolare chiuso proiettivamente di R?® e cosi si
puo assumere a meno di isotopie che g(L;) U Ly sia un insieme algebrico non
singolare per il lemma 3.1.

W' separa compattamente R?, per il lemma 3.2 c’é un’isotopia che porta
W' su un insieme algebrico non singolare chiuso proiettivamente W, fissando
ViU LyUg(Ly). Sia f: R3 — R3 il diffeomorfismo finale di questa isotopia e

sia W = f(W'). LiUg(Ly) separa in una parte compatta W’ e per il lemma
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Figura 3.9: 2U" per incollamento.

3.2 f(L;Ug(Ly)) ¢ un insieme algebrico non singolare.

L’insieme f(Li;Ug(L1))\ (V1 Ug(L1)) = f(L1\ V1) é algebrico non singolare
per il lemma 3.1, inoltre f(LaU (L1 \ V1)) = LoU f(Ly\ V}) & un sottoinsieme
algebrico L di W. Da notare che un intorno regolare di L in W ¢ isotopo ad
un intorno regolare di Ly U (Ly \ V1) in U” il cui bordo é isotopo a sua volta

al nodo h(N) = 0U’.

Siano p e ¢ polinomi aperti tali che W = V(p) e L = V(q), e siano p* e
¢ i polinomi omogenei ad essi associati.

Si consideri I'insieme algebrico
Z ={(t.x) € Rx R? | 490 = (¢*(t,2))* e p*(t,2) = 0}.

Se (t,x) € Z allora t > 0, inoltre se t = 0 allora p*(0,z) = 0 cosi x = 0
essendo p un polinomio aperto.
Quindi eS?°NZ = eH*NZ con eH? = {(t,2) e RxR3 | 2+| 2 |* = €2, t > 0}

semisferetta superiore.



ALGEBRICITA REALE DEI NODI 33

Se . : R? — ¢H?3 ¢ il diffeomorfismo
e(y) = (e,ey)/(1+] y [)/* allora
PN Z) ={y e R [p(y) =0eqd'(y)(1+ |y ") ="} =
{ye W ¢ (w)(1+]|y[*) ="} infatti:

yEY (M NZ) = ¢.(y) €cH' N Z = (t,7) = e(Ly)/v/1+ |y I

soddisfa le equazioni di Z.

Si deve avere
(t,x) =e(Ly)/V1+ [y 2= (e/V1+ |y [, ey/vV1+ |y [?),
t=c/V1it|yP e=cy/Vit ]y
Dalla prima equazione si ha:
(e/V/ 1+ [y YO = (¢*(e//1+ |y Pey/V 1+ [y )%,

(e/V/1+ Ty PPr0 = [(e//1+ Ty D)™ g (1)),
(e/V/1+ [y PO = (e/ /14 [y 2)**Dg(y),
e/VI+ [y P =aly)?,

/(14 1y ) = aly)’,

a(y)' (1+ |y [?) = €

Dalla seconda equazione si ha:
pr(e/V1+ |y Pey/vV1+ |y [?) =0,
(e/V1+ Ty [P Wp*(1,y) =0,

p(y) = 0.
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Essendo ¢*(y)(1+ | y |?) = 0 solamente su L, da |Kin| si ha che: per un € ab-
bastanza piccolo p- (e H*NZ) ¢ il bordo di un intorno regolare differenziabile

di L in W, quindi:
o- (eH* N Z) & isotopo a h(N),

eH? N Z & isotopo a p.(h(N)),
€SN Z ¢ isotopo a eN in €S®, in quanto

¢-(h(N)) e eN sono nodi equivalenti in £S5
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