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Capitolo 1

Introduzione

La meccanica quantistica è una teoria fisica che inizia a svilupparsi nella se-

conda metà del XX secolo ed è considerata fino ad oggi la più completa.

Poiché l’informazione si codifica e si elabora con mezzi fisici, negli ultimi ven-

t’anni si è ricercato un modo per applicare i risultati ottenuti nel campo della

fisica quantistica alla computazione, ottenendo risultati molto promettenti.

Nella teoria della computazione e della complessità si è mostrato che l’approc-

cio quantistico risulta molto efficace ed innovativo rispetto a quello classico,

tanto da ottenere una diminuzione esponenziale del numero di operazioni da

compiere per risolvere alcuni problemi.

La computazione quantistica si presenta come una teoria che va contro l’intui-

zione e, dunque, difficilmente comprensibile (“nessuna spiegazione concreta dei

computer quantistici è possibile” – Michel Nielsen [10]), tuttavia con il forma-

lismo matematico è possibile spiegare ogni caratteristica della computazione

quantistica in maniera chiara e precisa.

Le difficoltà fondamentali in cui si incorre nella progettazione di computer

quantistici sono di natura fisica: uno dei principali ostacoli è costituito dall’in-

terazione del sistema con l’ambiente circostante. Questo processo è chiamato

“decoherence” o “ rumore quantistico” ed è una delle fonti principali di errori.

Risulta, dunque, fondamentale capire come costruire circuiti fault tolerant, cioè

nei quali gli errori si ripercuotano in maniera limitata sul risultato. Nel 1977

da un gruppo di fisici guidato da Jon Leinaas e Jan Myrheim, presso l’Uni-

versità di Oslo, sono state teorizzate alcune particelle, chiamate anyons, il cui

comportamento può essere ben descritto sfruttando elementi topologici come

il gruppo delle trecce. Come scrivono Gavin K. Brennen e Jiannis K. Pachos in
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[5], “la più importante struttura matematica dietro l’evoluzione degli anyons

è il gruppo delle trecce”.

Nel 1997 Alexei Kitaev mostrò che gli anyons possono essere implementati in

computazioni che si possono dimostrare essere “fault tolerant“ proprio in virtù

delle proprietà topologiche di tali particelle [9] .

L’interesse verso le possibili applicazioni degli anyons per la costruzione di

computer quantistici è aumentato quando nel 2005 è stato scoperto da Vla-

dimir Goldman e dai suoi colleghi presso l’Università di Stony Brook che gli

anyons possono essere prodotti in laboratorio (nonostante questo risultato

sia ancora controverso). Per eventuali approfondimenti si fa riferimento alle

pubblicazioni dello stesso Vladimir Goldman, come ad esempio [3] e [4].

Negli ultimi anni, diversi fisici e matematici si sono occupati di studiare

le sorprendenti connessioni tra la teoria di nodi, link e trecce (su cui si basa

principalmente la natura degli anyons) e numerosi aspetti chiave della com-

putazione quantistica come l’entanglement e l’universalità delle porte logiche

quantistiche.

Le teorie che si sono sviluppate ed i risultati che si sono ottenuti in tale campo

hanno dato origine ad una nuova branca della Topologia, denominata Topo-

logia quantistica, che ha per esempio portato all’introduzione di molti nuovi

invarianti quantistici utili per la classificazione dei link.

D’altra parte, la meccanica quantistica rappresenta sicuramente la risorsa

maggiore nel campo dello sviluppo di computer innovativi e, forse, la Topologia

costituirà la chiave che permetterà finalmente una sua efficace applicazione

attraverso gli anyons.

Per questo motivo è importante analizzare a fondo il formalismo matematico

su cui si basa la natura degli anyons, cioè la teoria delle trecce, e ricercare

connessioni con la computazione quantistica.

Questa breve trattazione si concentra sulla relazione tra il gruppo di Artin

delle trecce ed il gruppo delle trasformazioni unitarie enucleandone alcuni degli

aspetti più semplici.

Il lavoro è strutturato in modo tale da essere accessibile anche a coloro che

non conoscono la computazione quantistica e la teoria delle trecce.

Nella prima parte saranno, infatti, sintetizzati i principali concetti della com-

putazione quantistica, con particolare attenzione a quelli impiegati nei capitoli

a seguire.
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Nella seconda parte si parlerà del gruppo delle trecce e delle proprietà ad esso

relative, definendo anche gli strumenti di algebra che vengono impiegati nelle

successive dimostrazioni.

La terza parte costituisce il vero e proprio nucleo della trattazione e si basa

principalmente sugli articoli [6] e [8].

Nell’ultima parte si discuterà sommariamente la natura degli anyons for-

nendone alcune semplici rappresentazioni sempre sfruttando la teoria delle

trecce.
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Capitolo 2

Cenni di meccanica quantistica e

computazione quantistica

In questo capitolo si presenteranno i concetti principali della computazio-

ne quantistica e del modello circuitale quantistico, fornendo le nozioni per

comprendere la trattazione che segue.

2.1 I postulati della meccanica quantistica

La teoria formale della meccanica quantistica si basa su alcuni concetti fonda-

mentali che possono essere sintetizzati nei quattro postulati che qui elenchiamo,

una spiegazione più dettagliata può essere trovata in [2] ed in [11].

Postulato 1. Ad ogni sistema fisico è associato uno spazio di Hilbert chia-

mato spazio degli stati del sistema. In ogni istante il sistema è completamente

caratterizzato dal suo stato, che corrisponde ad un versore dello spazio degli

stati associato.

Il sistema quantistico più semplice è definito qubit (quantum bit) ed è

descritto da uno spazio di Hilbert isomorfo a C2.

In C2 si può considerare la base canonica computazionale, che nella notazione

di Dirac si scrive:

|0� =
�

1

0

�
e |1� =

�
0

1

�
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Allora lo stato generico di un qubit sarà descritto dalla sovrapposizione lineare

degli stati della base:

|ψ� = c0|0�+ c1|1� con c0, c1 ∈ C e |c0|2 + |c1|2 = 1

Si hanno, dunque, 4 parametri reali soggetti ad un vincolo. Usando la forma

polare dei numeri complessi si ottiene:

|ψ� = r0e
iφ0 |0�+ r1e

iφ1 |1� = eiφ0(r0|0�+ r1e
iφ1−φ0 |1�)

Il fattore di fase eiφ0 comune a tutte le componenti non ha rilevanza fisica,

come seguirà dal postulato 4, quindi può essere trascurato. Sfruttando poi la

condizione di normalizzazione già imposta sopra si ottiene :

|ψ� = cos(θ/2)|0�+ eiφ sin(θ/2)|1�

dove lo stato è parametrizzato dagli angoli θ e φ = φ1 − φ0.

Tali angoli rappresentano le coordinate sferiche di un punto appartenente ad

una sfera bidimensionale di raggio unitario, chiamata sfera di Bloch, nella

quale gli stati contrassegnati da |0� e da |1� sono rispettivamente polo nord e

sud (figura 2.1).

x

y

z

 ψ

φ

θ

 0

 1

Figura 2.1: Sfera di Bloch
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Postulato 2. Lo spazio associato agli stati di un sistema composito è il pro-

dotto tensoriale degli spazi dei singoli sottosistemi che lo costituiscono.

Se consideriamo un sistema composto da n qubits, ad esso sarà associato

lo spazio di Hilbert

(C2)⊗n =

n−volte� �� �
C2 ⊗ · · ·⊗ C2

Una base naturale di questo prodotto tensore è data da tutti i possibili prodotti

tensoriali di n vettori che possono essere o |0� o |1� cioè da elementi del tipo:

|ψ1� ⊗ |ψ1� ⊗ · · ·⊗ |ψn� con |ψi� = |0� o |1�

e possono anche essere scritti come |ψ1ψ2 . . .ψn�.
Tale base è detta base computazionale.

Postulato 3. Ogni processo fisico che avviene in un sistema isolato è descritto

in modo completo da una trasformazione unitaria che opera sullo spazio degli

stati.

Ciò vuol dire che se consideriamo uno stato |ψ� di un sistema in un tempo

t e lo stato |ψ�� in un tempo t� questi saranno legati dalla relazione |ψ�� = U |ψ�
dove U è una trasformazione unitaria, cioè una trasformazione che conserva

il prodotto scalare. In formule, usando la notazione di Dirac per il prodotto

scalare, si hanno le seguenti uguaglianze, valide per tutti i vettori |φ�, |ψ� dello
spazio degli stati:

�Uφ|Uψ� = �φ|U †U |ψ� = �φ|ψ�

dove la prima uguaglianza deriva direttamente dalla definizione di prodotto

scalare, la seconda dalla unitarietà di U . Si può, inoltre, scrivere equivalente-

mente:

U †U = I.

Relativamente ad un qubit gli operatori unitari fondamentali sono l’identità,

che lascia invariato il sistema, e gli operatori di Pauli rappresentati dalle

seguenti matrici:

I =

�
1 0

0 1

�
Y =

�
0 −i

i 0

�

X =

�
0 1

1 0

�
Z =

�
1 0

0 −1

�
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Vale inoltre la seguente proposizione

Proposizione 1. Qualunque trasformazione a singolo qubit può essere otte-

nuta come prodotto di trasformazioni originate dalle matrici di Pauli e dalla

matrice identica, a meno di un fattore di fase che, comunque, non è misurabile

[11].

Postulato 4. Ad ogni osservabile (una qualsiasi grandezza fisica misurabi-

le) può essere associato un operatore hermitiano M sullo spazio degli stati.

Considerando la decomposizione spettrale di M :

M =
�

m=1

λmPm

dove con Pm si indicano i proiettori sugli autospazi di M , allora i possibili

risultati della misura saranno i corrispondenti autovalori di M .

Consideriamo ora di misurare l’osservabile M quando il sistema si trova in

uno stato |ψ�; la probabilità di ottenere come risultato λm è data da:

P (m) = �Pm|ψ��2 = �ψ|Pm|ψ�

essendo

�ψ|P †
m
Pm|ψ� = �ψ|PmPm|ψ� = �ψ|Pm|ψ�.

Inoltre ogni volta che si effettua una misura ottenendo come risultato λm lo

stato del sistema collassa sull’autovettore relativo normalizzato, cioè diventa:

|ψ�� = Pm|ψ��
P (m)

In genere per effettuare le misurazioni la matrice standard usata è l’operatore

di Pauli Z denotando per comodità gli autovalori con la stessa etichetta dei

suoi autovettori |0�, |1�. In tal modo il risultato della misura sarà 0 se lo stato

è proiettato sull’autovettore |0� ed 1 se lo stato viene proiettato su |1�.
Se un sistema di un qubit si trova nello stato :

|ψ� = α|0�+ β|1�

misurando l’osservabile Z si otterrà il risultato 0 con probabilità α2 ed il risul-

tato 1 con probabilità β2.

Il discorso può essere generalizzato ad n qubits, considerando l’operatore Z⊗n;

in tal caso i possibili risultati saranno 2n.
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2.2 Circuiti e porte quantistiche

Modello circuitale classico e quantistico

Nella computazione classica un algoritmo può essere modellizzato tramite un

circuito.

Un circuito è composto da porte logiche, che eseguono computazioni elemen-

tari, e da connessioni, che trasferiscono le informazioni all’interno del circuito.

Una porta logica realizza una applicazione

f : {0, 1}n → {0, 1}m

Ricordiamo che nella computazione classica ciascun bit può assumere solo lo

stato |0� o |1�, lo stato di un sistema composto da n bit può essere formalizzato

come:

|ψ� = |ψ1� ⊗ |ψ2� · · ·⊗ |ψn�, con |ψi� = |0� o |1�.

Ipotizziamo ora di associare a questa porta una trasformazione lineare unitaria

che agisca sui vettori che rappresentano gli stati del sistema. Per far questo è

necessario che sia m = n. In particolare, se consideriamo lo spazio (C2)⊗n =
n volte� �� �

C2 ⊗ · · ·⊗ C2 ed in esso la base naturale del prodotto tensore, si osserva che

l’applicazione descritta manda elementi di questa base in elementi di questa

base, non essendo permessi stati sovrapposti.

La trasformazione agisce, dunque, come una permutazione sugli elementi della

base; pertanto la matrice associata sarà una matrice di permutazione: avrà

tutti zeri tranne un unico 1 in corrispondenza di ciascuna riga e di ciascuna

colonna.

Il modello circuitale può essere applicato anche alla computazione quanti-

stica. Questa volta le unità di informazioni diventano i qubits e ad ogni porta

logica quantistica può essere associata una qualunque matrice unitaria, non

necessariamente di permutazione.

In primo luogo si osserva che, poiché ogni computazione quantistica è sem-

pre rappresentata da una matrice unitaria, dunque si avrà sempre m = n.

La differenza principale fra il circuito quantistico e quello classico è nella so-

vrapposizione di stati del sistema e nell’accessibilità alle informazioni. In un

modello classico, un bit si può trovare solo negli stati della base |0� e |1�, che
possono essere misurati con esattezza; nel modello quantistico, invece, durante
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la computazione si possono ottenere stati sovrapposti (combinazioni lineari di

|0� e |1�) ma il risultato della misura sarà non deterministico e, comunque,

sempre o 0 o 1); l’accesso, dunque, alle informazioni è fortemente limitato.

Nei circuiti quantistici rivestono particolare importanza le porte qubits de-

finite “controllate”. Una porta “controllata”, indicata con CU , (dove U è una

porta a singolo qubit) ha la caratteristica di applicare al secondo qubit la porta

U se il primo qubit si trova nello stato |1�, mentre lascia il sistema invariato

nel caso in cui lo stato del primo qubit sia |0�. In questo caso il primo qubit

è chiamato “di controllo”. Se i qubit di controllo sono più di uno la porta si

indica con CnU ; in tal caso la porta U sarà applicata all’ultimo qubit se e solo

se i primi n− 1 si trovano nello stato |1�.
Risulta molto utile, per comprendere il funzionamento di un circuito quan-

tistico, la sua rappresentazione grafica. Se ne fornisce un esempio in figura 2.2

dove sono rappresentate la porta U a singolo qubit, che agisce solo sul secondo

qubit, ed una porta “controllata” CU , che agisce sul secondo qubit ed ha il

primo come qubit di controllo .

U

v

w U

v

w

Figura 2.2: A sinistra è raffigurata la porta U , a destra la porta CU .

Universalità di una porta quantistica a due qubits

Definizione 1 (Insieme universale esatto di porte logiche quantistiche). Sia

G ≡ {G1,n1 , . . . , Gr,nr} un insieme di porte quantistiche, tali che Gj,nj agisce su

nj qubits per ogni j = 1, . . . , r. Tale insieme è detto universale esatto se ogni

trasformazione unitaria UN a n qubits può essere decomposta nel prodotto di

successive azioni delle trasformazioni Gj,nj su differenti sottoinsiemi dei qubits

in input.
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Si ha il seguente risultato:

Teorema 1 (Universalità delle porte logiche quantistiche). L’insieme G ≡
{U ∈ U(2), CNOT} è universale, dove U(2) è il gruppo delle porte a singo-

lo qubit, costituito, quindi, dalle trasformazioni unitarie che agiscono su uno

spazio di Hilbert di dimensione 2, mentre CNOT è la porta a due qubits a cui

è associata la seguente trasformazione [2] [11].

CNOT =





1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0





La porta CNOT in particolare applica al secondo qubit la porta NOT

(rappresentata dalla matrice di Pauli X ) se il primo qubit si trova nello stato

|1�, altrimenti lascia il sistema invariato.

Si fornisce un accenno del percorso da fare per dimostrare questo risultato.

Inizialmente si mostra che ogni operazione controllata che agisce su due qubits

può essere implementata sfruttando solo le porte di G.

In seguito si prova che la porta C2NOT o porta Toffoli può essere costruita

sfruttando solo porte CNOT ed operazioni controllate agenti su due qubits,

tramite il circuito in figura 2.3, dove A = (1− i)/2(I+ iX) e vale che A2 = X,

(X è uno degli operatori di Pauli, I la matrice identica), si indica inoltre con

B la matrice aggiunta di A e si osserva che AB = BA = I.

In seguito si mostra che è possibile implementare con queste porte tutte le

porte con n qubits di controllo, quindi si arriva a costruire ogni porta con gli

elementi dell’insieme G.

Per costruire in maniera precisa una qualunque porta quantistica è neces-

sario un numero infinito di porte a singolo qubit in aggiunta ad una specifica

porta a due qubits ( ad esempio la porta CNOT ).

Tuttavia è possibile simulare con un grado di precisione arbitrario l’azione di

una qualunque porta quantistica con un numero finito di porte quantistiche.

Per valutare l’errore di approssimazione di una determinata porta quantistica

è necessario definire una funzione di distanza:

Definizione 2 (Distanza tra due porte logiche quantistiche). Date due porte

logiche quantistiche, rappresentate dagli operatori D e D� si definisce distanza

12



A AB

z

v

w

Figura 2.3: Rappresentazione della costruzione di una porta Toffoli con la porta
CNOT e porte a singolo qubit. La porta NOT è rappresentata graficamente
con il simbolo ⊕.

tra D e D� il numero reale associato alla coppia di operatori dall’applicazione

d : U(n)× U(n) → R:

d(D,D�) = max
�ψ|ψ�=1

�(D −D�)|ψ��

Una porta quantistica U è detta approssimabile con altre porte quantistiche

U1, . . . , Un se è possibile ottenere operatori U � arbitrariamente vicini ad U

mediante circuiti finiti realizzati con le porte U1, . . . , Un.

Si può, allora, dare la seguente definizione:

Definizione 3 (Insieme di porte quantistiche universale). Un insieme di porte

quantistiche è detto universale se ogni operazione unitaria può essere appros-

simata con accuratezza arbitraria tramite un circuito costruito sfruttando solo

le porte contenute nell’insieme stesso [2] [11].

In particolare è possibile dimostrare ([2] e [11]) che ciascuna porta a singolo

qubit può essere approssimata tramite le matrici seguenti:

H =

�
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

�
W =

�
1 0

0 eiπ/4

�
P =

�
1 0

0 i

�

Corollario del teorema 1 può essere considerato, quindi, il seguente asserto:

Corollario 1. L’insieme {H,W,P, CNOT} è universale.

Si può osservare che per implementare una qualunque trasformazione, an-

che approssimata, è, comunque, sempre necessaria una porta a due qubits con
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alcune caratteristiche fondamentali.

Non tutte le porte a due qubits costituiscono un insieme universale con quelle

a singolo qubit.

2.3 Stati entangled e porte entangling

Definizione 4 (Stato entangled). Sia S un sistema di due qubits con base

canonica |00�, |01�, |10�, |11� e sia

|ψ� = α|00�+ β|01�+ γ|10�+ δ|11�

uno stato del sistema, tale stato è entangled se e solo se non può essere scritto

come prodotto tensore di singoli qubits cioè come

|ψ� = (a|0�+ b|1�)⊗ (c|0�+ d|1�)

Possiamo, ad esempio, dire che lo stato |ψ� = 1/
√
2 (|00�+|11�) è entangled

mentre non lo è lo stato |φ� = 1/
√
2 (|00�+|01�), poiché quest’ultimo può essere

scritto come |φ� = 1/
√
2 |0� ⊗ (|0�+ |1�).

La seguente proposizione fornisce un criterio utile per determinare se uno stato

di un sistema a due qubits è entangled.

Proposizione 2 (Condizioni per uno stato entangled). Sia S un sistema a due

qubits e sia |ψ� = α|00�+β|01�+γ|10�+δ|11� uno stato di tale sistema, allora

lo stato è entangled se e solo se si ha la seguente relazione tra le componenti

con cui è espresso lo stato nella base canonica:

αδ �= βγ

Dimostrazione. Supponiamo che lo stato |ψ� non sia entangled; allora può

essere scritto come

|ψ� = (a|0�+ b|1�)⊗ (c|0�+ d|1�)

da cui calcolando i prodotti tensoriali si ottiene:

|ψ� = ac|00�+ ad|01�+ bc|10�+ bd|11�

Ne consegue che α = ac, β = ad, γ = bc, δ = bd e dunque α/β = γ/δ; segue

la tesi.
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Supponiamo invece che valga

α/γ = β/δ = r

Si ha la seguente catena di uguaglianze:

|ψ� = γ(α/γ(|00�+ |10�) + δ(β/δ(|01�+ |11�) =

= γ(α/γ(|0�+ |1�)⊗ |0�+ δ(β/δ(|0�+ |1�)⊗ |1� =

= γ(r(|0�+ |1�)⊗ |0�+ δ(r(|0�+ |1�)⊗ |1� =

= (r|0�+ |1�)⊗ (γ|0�+ δ|1�)

Da tali uguaglianze deriva che lo stato non è entangled.

Si osserverà in seguito che la proprietà di una porta logica di originare

stati entangled risulta fondamentale. In tale situazione la porta è definita

entangling.

Definizione 5 (porta entangling). Sia A una porta a due qubits, allora A è

definita entangling se e solo se esiste un vettore |αβ� = |α� ⊗ |β� tale che

A|αβ� è uno stato entangled.

Possiamo ora enunciare il teorema di Briylinski che lega la proprietà di una

porta logica di creare stati entangled alla sua universalità:

Teorema 2 (di Brylinski). Una porta a due qubits unitamente a tutte le porte

a singolo qubit costituisce un insieme universale se e solo se è entangling.

Tale risultato non è banale, la dimostrazione può essere trovata in [1].
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Capitolo 3

Elementi di algebra

In questo capitolo si forniscono alcune nozioni di algebra, che verranno im-

piegate in seguito, tra cui quelle di presentazione e rappresentazione di un

gruppo.

3.1 Gruppi liberi

Definizione 6 (Monoide delle parole su un alfabeto A). Dato un insieme A

sia W={a1 . . . an tale che ai ∈ A e n ≥ 0} l’insieme delle parole su A e sia ∗
l’operazione di concatenazione, definita

a1 . . . an ∗ a�1 . . . a�n = a1 . . . ana
�
1 . . . a

�
n
.

Allora W (A) = (W (A), ∗) è un monoide, chiamato monoide delle parole sul-

l’alfabeto A, nel quale l’elemento neutro è costituito dalla parola vuota, di

lunghezza nulla.

Definizione 7 (Gruppo libero). Dato un insieme di elementi {a1, . . . , an} si

definisce gruppo libero generato da a1, . . . , an e si indica con �a1, . . . , an� il

gruppo G = (G, ∗) definito come segue. Consideriamo il monoide delle parole

W (a1, a
−1
1 , . . . , an, a−1

n
), usando inoltre aj

i
come abbreviazione di a . . . a, j volte,

se j ≥ 0 e di a−1 . . . a−1, −j volte, se j < 0. Allora G è il gruppo che si ottiene

quozientando W :

• w1a
j

i
ak
i
w2 = w1a

j+k

i
w2 ∀ i = 0 . . . n; ∀ j, k ∈ Z, ∀ w1, w2 ∈ W

• w1a0iw2 = w1w2 ∀ i = 0 . . . n, ∀ w1, w2 ∈ W
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Relativamente ai gruppi liberi vale inoltre la seguente proposizione:

Proposizione 3. Dato un gruppo libero su n generatori �a1, . . . , an� e un

gruppo G e dati n elementi arbitrari g1 . . . gn ∈ G, esiste ed è unico un

omomorfismo

φ�a1 . . . an� → G

tale che φ(ai) = gi. In particolare se g1, . . . , gn generano G, allora φ è suriet-

tivo.

3.2 Presentazioni di gruppi

Definizione 8. Si definisce presentazione di un gruppo G con generatori

a1, . . . , an e relazioni w1, . . . , wl ∈ W (a1, a
−1
1 , . . . , an, a−1

n
) la scrittura

�a1, . . . , an|w1, . . . , wl�

a condizione che G sia isomorfo al gruppo �a1 . . . an�/��w1 . . . wl��, cioè il grup-

po generato dagli elementi a1, . . . , an quozientato con il più piccolo sottogruppo

normale contenente le parole w1, . . . , wl.

Sia φ l’omomorfismo definito nella proposizione 3 con g1, . . . , gn generatori

di G e sia �a1 . . . an�/ker(φ) il gruppo libero quozientato con il nucleo dell’ap-

plicazione φ, allora per il teorema degli omomorfismi esiste un isomorfismo ψ

fra �a1 . . . an�/ker(φ) e G.

Se ker(φ) = ��w1, . . . , wl�� dall’isomorfismo si ottiene nuovamente la presenta-

zione del gruppo G (figura 3.1).

<a1,...an> G

<a1,...an>/Ker(φ)

φ 

ψ

Figura 3.1: L’isomorfismo ψ.
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Vale il seguente teorema:

Teorema 3. Per ogni gruppo G ∼= �a1 . . . an|w1 . . . wl�, per ogni gruppo H e

per ogni collezione di elementi h1 . . . hn ∈ H esiste ed è unico un omomorfismo

φ : G → H tale che φ(ai) = hi (dove si lascia implicito l’isomorfismo definito

sopra tra G e �a1 . . . an�/��w1 . . . wl��) se e solo se per ogni relazione wj vale la

seguente proprietà:

wj = ak1
i1
. . . akm

im
=⇒ hk1

i1
. . . hkm

im
= idH

Dimostrazione. Si osserva che, per la proposizione 3, esiste un unico omomor-

fismo

ψ : �a1 . . . an� → H

tale che ψ(ai) = hi per ogni scelta di h1 . . . hn ∈ H. L’applicazione ψ può

passare a quoziente dando cos̀ı origine ad un omomorfismo

φ : �a1 . . . an�/��w1 . . . wl�� → H

se e solo se ��w1 . . . wl�� ⊆ ker(ψ), se cioè ψ(wi) = idH per ogni relazione wi

(figura 3.2).

<a1,...an> H

<a1,...an|w1,...wl>

φ 

ψ

Figura 3.2: Gli omomorfismi ψ e φ del teorema 3.

3.3 Rappresentazioni di gruppi

Definizione 9 (Rappresentazione di un gruppo G). Si definisce rappresenta-

zione di un gruppo (G,*) un omomorfismo p : G → GL(V ) dove GL(V ) è il

gruppo delle trasformazioni lineari dello spazio vettoriale V in se stesso.
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In particolare vale il seguente risultato che può essere considerato un co-

rollario del teorema 3:

Corollario 2. Dato un gruppo G ed una sua presentazione, allora una rap-

presentazione di G p : G → GL(V ) può essere costruita definendo in modo

arbitrario la sua azione su un insieme di generatori di G a condizione che le

relazioni vengano rispettate.

Dimostrazione. Il corollario segue immediatamente dal teorema 3 ponendo

H = GL(V ).
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Capitolo 4

Il gruppo delle trecce di Artin

In questo capitolo verrà fornita la definizione di treccia e di gruppo delle trecce

con particolare attenzione alle relazioni che lo caratterizzano. Approfondimen-

ti relativi a questi argomenti possono essere trovati in [12].

4.1 Le trecce

Definizione geometrica di treccia

Definizione 10 (Treccia). Nello spazio R3 consideriamo le collezioni di punti

Ai = (i, 0, 1) e Bi = (i, 0, 0) con i=1. . . n. Una curva continua che collega i

punti Ai ai punti Bi è definita monotona rispetto alla quota se percorrendola

da Ai a Bi la coordinata lungo l’asse z decresce in maniera monotona.

Definiamo allora treccia un insieme di curve continue monotone rispetto alla

quota che non si intersecano a due a due e che collegano i punti Ai ai punti

Bi. Queste sono chiamate le stringhe della treccia.

In particolare se si chiamano le stringhe che costituiscono la treccia s1 . . . sn,

una parametrizzazione generica di una treccia è una applicazione:

φ : [0, 1]× {s1, s2 . . . sn} → R3

che associa ad una coppia (z, si) un punto di R3 con le seguenti limitazioni:

• φ(z, si) = (x, y, z) ∀i = 1, . . . , n garantisce che la quota cresca in maniera

monotona per ogni i.
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Figura 4.1: Esempi di trecce

• φ(z, si) �= φ(z, sj) ∀i �= j garantisce che le curve siano disgiunte.

Definizione 11 (Equivalenza di trecce). Due trecce sono dette equivalenti se

esiste una deformazione continua che porta una treccia nell’altra.

Con deformazione continua si intende un’applicazione

ψ : [0, 1]× {s1, s2 . . . sn}× [0, 1] → R3

che associa alla terna (z, si, t) un punto in R3 in maniera continua e tale per cui

per ogni t l’applicazione ψt(z, si) = ψ(z, si, t) rispetti le due proprietà elencate

sopra, cioè parametrizzi una treccia.

Trecce poligonali

Si può dimostrare che ogni treccia è equivalente ad una treccia formata da

linee poligonali. Vale inoltre la seguente proposizione:

Proposizione 4. Due trecce formate da linee poligonali sono equivalenti se e

solo se sono collegate tra loro da una sequenza di trecce nella quale ciascuna

è ottenuta dalla precedente attraverso il movimento elementare descritto in

figura 4.2.

La dimostrazione di questa proposizione si basa sul fatto che ogni equiva-

lenza tra trecce poligonali può essere descritta mediante una successione finita

di equivalenze elementari del seguente tipo.

Siano i lati AB e BC del triangolo ABC due segmenti della linea spezzata che

costituisce una stringa di una treccia che non interseca ABC in nessun altro
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punto oltre quelli di AB e BC; allora i segmenti AB e BC possono essere sosti-

tuiti con il solo segmento AB ottenendo cos̀ı una treccia diversa ma equivalente

a quella data (figura 4.2).

La spezzata ottenuta deve essere sempre ascendente; il movimento in figura

4.3 è, dunque, proibito.

�

�

�

�

�

�

�

Figura 4.2: Equivalenza di trecce

≈
A

B

C

A

B

C

Figura 4.3: Movimento proibito

Esiste una rappresentazione bidimensionale molto intuitiva delle classi di

equivalenza delle trecce tramite una proiezione sul piano xz; infatti ciascuna

classe di equivalenza contiene almeno una treccia formata da linee poligonali

con le seguenti proprietà:

1. Ciascun vertice è proiettato in un punto che non è proiezione di altri

punti della treccia.

2. Ciascun punto del piano è proiezione al massimo di due punti interni ai

segmenti le cui proiezioni si incontrano trasversalmente.

3. Le quote dei punti doppi sono tutte distinte.

Tale rappresentazione verrà sfruttata in tutte le raffigurazioni di trecce che

seguono ed è stata implicitamente impiegata nella figura 4.1. D’ora in avanti,
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inoltre, si parlerà indistintamente di treccia sia per denotare una classe di equi-

valenza, sia per denotare un particolare elemento rappresentante della stessa

classe.

4.2 Il gruppo delle trecce

La struttura del gruppo delle trecce

L’insieme delle trecce con n stringhe, quozientato con la relazione di equiva-

lenza precedentemente definita, ha una naturale struttura di gruppo. Tale

gruppo è chiamato gruppo delle trecce di Artin e si indica brevemente con Bn.

Il prodotto tra due trecce a e b si ottiene comprimendo la treccia a e la

treccia b a metà della loro lunghezza, lasciando fissi i punti con quota uguale

ad 1 quando si contrae a e uguale a 0 quando si contrae b: l’unione delle due

trecce contratte è una treccia di lunghezza uguale a quella di a e b e costi-

tuisce per definizione il prodotto tra le due trecce. Nella figura 4.4 si fornisce

una rappresentazione bidimensionale del prodotto di due trecce sfruttando la

proiezione sul piano xz.

Deriva facilmente dalla definizione che tale prodotto è associativo.

L’elemento neutro del gruppo è la treccia formata da n stringhe parallele,

l’elemento inverso di una treccia a, denotato con a−1, corrisponde all’immagine

speculare della treccia a, rispetto al piano z = 1/2. Osserviamo a questo

proposito che l’inverso dell’elemento A in figura è proprio l’elemento B, infatti

la treccia AB risulta essere equivalente all’elemento neutro.

A

B

A B

=

Figura 4.4: Prodotto di trecce
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Presentazione di Bn

Il gruppo delle trecce può essere descritto mediante una presentazione basata

su un insieme di generatori e alcune relazioni tra questi.

Si osserva che ogni elemento di Bn può essere ottenuto come prodotto di ele-

menti del tipo bi o b−1
i
, dove bi è la treccia in cui la stringa i−esima incrocia

una sola volta la stringa (i+1)−esima passandole sopra, mentre le altre strin-

ghe non formano incroci (figura 4.5). Si ottiene cos̀ı che b1, . . . , bn generano il

... ...

s1 si si+1 sns2 sn-1

Figura 4.5: Elemento generatore bi

gruppo delle trecce Bn.

Per comprendere quali relazioni debbano intercorrere fra i generatori b1. . . bn

affinché il gruppo astratto generato sia isomorfo a quello delle trecce, si devono

considerare le trasformazioni per le quali non è possibile fornire una rappre-

sentazione continua sfruttando la proiezione.

Si devono, dunque, considerare tutte le trasformazioni di trecce per le quali

in un certo istante una delle tre proprietà elencate in precedenza non viene

rispettata.

La proprietà (1) non è più presente se si considerano, prendendo in esame

il gruppo B2 (1), le trasformazioni in figura 4.6.

La relazione bib
−1
i

= 1 che si ottiene è già rispettata banalmente in ogni gruppo.

Esistono numerose trasformazioni sotto la cui azione la proprietà (2) non vale,

un esempio di queste è mostrato in figura 4.7.

La relazione descritta in questo caso è detta relazione delle trecce:

bibi+1bi = bi+1bibi+1

Si può osservare che tutte le altre trasformazioni che generano situazioni in

cui la (2) non è rispettata portano a relazioni riconducibili a quella descritta.
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Figura 4.6: Trasformazioni che portano alla relazione banale

Figura 4.7: Trasformazione che porta alla relazione delle trecce

In figura 4.8 è infine mostrata la trasformazione in cui non vale più la proprietà

(3). Tale trasformazione porta alla relazione

bibj = bjbi ∀i, j|i− j| ≥ 2

detta anche commutatività lontana.

Figura 4.8: Trasformazione da cui deriva la commutatività lontana
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Le relazioni trovate sono sufficienti per caratterizzare algebricamente Bn.

Si può, quindi, enunciare il seguente teorema:

Teorema 4 (di Artin). Il gruppo delle trecce Bn ammette la seguente presen-

tazione [12]:

�b1, . . . , bn | bibjb−1
i
b−1
j

∀i, j tali che |i−j| ≥ 2, bibi+1bib
−1
i+1b

−1
i
b−1
i+1 ∀i = 1 . . . n�

.
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Capitolo 5

Operatori treccia unitari e porte

quantistiche

In tale capitolo sarà data la definizione di operatore treccia, quindi saranno

presentati gli operatori treccia unitari e verranno discusse alcune delle loro

proprietà. Approfondimenti in relazione a tali argomenti possono essere trovati

in [8] ed in [6].

5.1 Operatori treccia

Consideriamo uno spazio vettoriale V ed il suo n-uplo prodotto tensore V ⊗n,

sia poi End(V ⊗n) l’insieme di tutti gli operatori lineari A : V ⊗n → V ⊗n.

Tale insieme costituisce un gruppo con l’usuale operazione di composizione.

Proposizione 5. Per ogni elemento R operatore su V ⊗ V vale che:

(R⊗ I ⊗ I)(I ⊗ I ⊗R) = (I ⊗ I ⊗R)(R⊗ I ⊗ I)

Dove I è la matrice identità 2× 2.

Dimostrazione. Osserviamo che I ⊗ I = I4 (la matrice identica 4 × 4). Si

ottiene dunque

(R⊗ I4)(I4 ⊗R) = R⊗R = (I4 ⊗R)(R⊗ I4)
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Tale proprietà può essere generalizzata. Si ha infatti che ∀i, j|i− j| ≥ 2:

(I⊗i−1 ⊗R⊗ I⊗n−i−1)(I⊗j−1 ⊗R⊗ I⊗n−j−1) =

= (I⊗j−1 ⊗R⊗ I⊗n−j−1)(I⊗i−1 ⊗R⊗ I⊗n−i−1)

5.2 L’equazione di Yang-Baxter

Sia R un operatore su V ⊗ V allora l’equazione operatoriale

(R⊗ I)(I ⊗R)(R⊗ I) = (I ⊗R)(R⊗ I)(I ⊗R)

è detta equazione di Yang-Baxter; non tutti gli operatori su V ⊗ V sono solu-

zioni dell’equazione di Yang-Baxter.

Si può ora dare la seguente definizione:

Definizione 12 (Operatore treccia). Un operatore lineare R : V ⊗V → V ⊗V

è chiamato operatore treccia se soddisfa l’equazione di Yang-Baxter.

Dye nel suo articolo [6] raggiunge i seguenti risultati relativamente alle so-

luzioni dell’equazione di Yang-Baxter:

Proposizione 6. Se R è soluzione dell’equazione di Yang-Baxter allora :

• Se α∈ C ed ha norma unitaria allora anche αR è soluzione.

• Se Q è una matrice invertibile Q : V → V allora anche

A = (Q⊗Q)R(Q⊗Q)

è una soluzione.

• Se R è invertibile allora R−1 è una soluzione.

5.3 Soluzioni unitarie all’equazione di

Yang-Baxter

Si ricorda che le porte quantistiche sono rappresentate solo da operatori unitari;

se si vogliono, dunque, considerare operatori treccia come porte quantistiche

sarà necessario che siano anche unitari.
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Su questo problema verte la seconda parte dell’articolo [6] di Dye da cui si

evincono i seguenti risultati:

Teorema 5 (Soluzioni unitarie dell’equazione di Yang-Baxter). Le matrici

4×4 che rappresentano gli operatori soluzioni unitarie dell’equazione di Yang-

Baxter si dividono in 4 famiglie. Ogni soluzione ha la forma:

kARA−1T

dove k è un qualunque complesso di norma unitaria, A = Q ⊗ Q, dove Q =�
w x

y z

�
è una matrice invertibile soggetta alle limitazioni descritte sotto,

inoltre

T =





1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1





e R ha una delle seguenti forme:

Famiglia 1 :

R =





1 0 0 0

0 p 0 0

0 0 q 0

0 0 0 r





con la restrizione che 1 = pp = qq = rr.

Per gli elementi della matrice Q vale la restrizione:

y = −wx

z

Famiglia 2 :

R =





0 0 0 p

0 0 1 0

0 1 0 0

q 0 0 0





con la restrizione che |pq| = 1. Inoltre vi devono essere le seguenti

relazioni fra gli elementi di R e Q:

p =
(xx+ zz)(wx+ yz)

(ww + yy)(wx+ yz)

q =
(ww + yy)(wx+ yz)

(xx+ zz)(wx+ yz)
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Famiglia 3 :

R =





0 0 0 p

0 0 1 0

0 1 0 0

q 0 0 0





sempre con la restrizione che |pq| = 1. Per gli elementi della matrice Q

vale la restrizione:

y = −wx

z

Inoltre fra gli elementi di Q e R devono valere le seguenti relazioni:

pp =
(zz)2

(ww)2

qq =
(ww)2

(zz)2

Famiglia 4 :

R =





1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1





Non vi sono restrizioni sulla matrice Q.

Dalla classificazione di Dye si possono ricavare alcune soluzioni unitarie

particolari che saranno utili di seguito, inoltre si può provare che tutte le altre

soluzioni unitarie sono simili a questi tipi di matrici:

R =





1√
2

0 0 1√
2

0 1√
2

− 1√
2

0

0 1√
2

1√
2

1

− 1√
2

0 0 1√
2





R� =





a 0 0 0

0 0 b 0

0 c 0 0

0 0 0 d




R�� =





0 0 0 a

0 b 0 0

0 0 c 0

d 0 0 0
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dove a,b,c e d sono numeri complessi di norma unitaria.

In particolare dalla prima famiglia del teorema di Dye è facile ottenere matrici

del tipo di R� prendendo come Q la matrice identica e ponendo k = a, kp = b,

kq = c e kr = d.

5.4 Operatori treccia e porte logiche

quantistiche

Considerando le matrici R,R�,R�� viste prima si osserva che queste costituisco-

no porte logiche quantistiche a due qubits.

Analizziamo in primo luogo l’azione di R sugli elementi della base canonica:

R|00� = (1/
√
2)|00� − (1/

√
2)|11� R|01� = (1/

√
2)|01�+ (1/

√
2)|10�

R|10� = −(1/
√
2)|01�+ (1/

√
2)|10� R|11� = (1/

√
2)|00�+ (1/

√
2)|11�

Si osserva che la matrice costituisce proprio il cambiamento di base dalla ca-

nonica alla base di Bell per gli stati entangled.

Analizziamo ora l’azione delle matrici R� e R�� sugli elementi della base: tale

calcolo sarà utile in seguito:

R�|00� = a|00�, R�|01� = c|10�, R�|10� = b|01�, R�|11� = d|11�.

R��|00� = d|11�, R��|01� = b|01�, R��|10� = c|10�, R��|11� = a|00�.
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Capitolo 6

Gli operatori treccia sono porte

quantistiche universali

In questo capitolo sarà affrontata la dimostrazione dell’universalità degli ope-

ratori trovati nel capitolo precedente ed analizzate alcune loro caratteristiche.

Teorema 6 (universalità della porta R). Sia R la porta logica quantistica

espresse in base canonica dalla matrice:

R =





1√
2

0 0 1√
2

0 1√
2

− 1√
2

0

0 1√
2

1√
2

1

− 1√
2

0 0 1√
2





Tale porta è universale.

Dimostrazione. La tesi deriva immediatamente dal teorema di Brylinski (teo-

rema 2 cap.2) poiché si ottengono stati entangled applicandola a tutti gli

elementi della base canonica.

Tuttavia è degna di menzione la dimostrazione diretta computazionale for-

nita in [8] che mira a costruire la porta CNOT per mezzo di porte a singolo

qubit e della porta R. Infatti si ha

CNOT = (A⊗ B)R(C ⊗D)
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dove:

A =

�
1/
√
2 1/

√
2

1/
√
2 −1/

√
2

�
B =

�
1/
√
2 1/

√
2

1/
√
2 1/

√
2

�

C =

�
1/
√
2 1/

√
2

1/
√
2 1/

√
2

�
D =

�
−1 0

0 −i

�

Teorema 7 (Condizioni per l’universalità di R� ed R��). Le matrici R� ed R��

costituiscono porte quantistiche universali se e solo se vale fra i termini non

nulli di ciascuna delle due matrici la relazione:

ad− bc �= 0

Dimostrazione. Consideriamo un generico stato che non sia entangled. Dalla

proposizione 2 (cap.2) si ha che lo stato può essere scritto come

|ψ� = α|00�+ β|01�+ γ|10�+ δ|11� con αδ = βγ

Sfruttando la proprietà di linearità ed il calcolo fatto in precedenza dell’a-

zione delle due matrici sulla base canonica si ottiene:

• R�|ψ� = αR�|00�+ βR�|01�+ γR�|10�+ δR�|11� =

αa|00�+ βc|01�+ γb|10�+ δd|11�

• R��|ψ� = αR��|00�+ βR��|01�+ γR��|10�+ δR��|11� =

αd|00�+ βb|01�+ γc|10�+ δa|11�

Deriva da ciò che la matrice R� non è entangling solo nel caso in cui si verifichi

la relazione:

αaδd = βcγb

Tuttavia nella relazione possono essere semplificati i termini α, β, γ, δ sfruttan-

do il fatto che per ipotesi αδ = βγ, dunque si ottiene la condizione cercata.

Lo stesso vale per la matrice R��.

Ora è possibile applicare il teorema di Brylinski per ottenere la tesi.

33



Capitolo 7

Generalizzazione e

rappresentazione del gruppo

delle trecce

In questo capitolo sarà data una rappresentazione unitaria del gruppo delle

trecce sfruttando gli oggetti definiti in precedenza ed una sua generalizzazione.

7.1 Una rappresentazione del gruppo delle

trecce

Consideriamo il gruppo delle trecce di Artin ed il gruppo degli automorfismi

dell’ n-simo prodotto tensore di uno spazio vettoriale V .

Sia poi R una soluzione invertibile dell’equazione di Yang-Baxter. Vale allora

il seguente teorema:

Teorema 8. Esiste una rappresentazione:

repn : Bn → Aut(V ⊗n) tale che repn(bi) = I⊗i−1 ⊗R⊗ I⊗n−i−1

Dimostrazione. Dal corollario 2 (Cap.2) si ottiene che la rappresentazione repn

esiste Bn se sono rispettate le relazioni, cioè:

• repn(bi)repn(bi+1)repn(bi) = repn(bi+1)repn(bi)repn(bi+1) ∀i ∈ N

• repn(bi)repn(bj) = repn(bj)repn(bi) con |i−j| ≥ 2
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Dalla prima relazione esplicitamente è:

repn(bi)� �� �
(I⊗i−1 ⊗R⊗ I⊗n−i−1)

repn(bi+1)� �� �
(I⊗i ⊗R⊗ I⊗n−i−2)

repn(bi)� �� �
(I⊗i−1 ⊗R⊗ I⊗n−i−1) =

=

repn(bi+1)� �� �
(I⊗i ⊗R⊗ I⊗n−i−2)

repn(bi)� �� �
(I⊗i−1 ⊗R⊗ I⊗n−i−1)

repn(bi+1)� �� �
(I⊗i ⊗R⊗ I⊗n−i−2)

A questo punto si osserva che la relazione è soddisfatta se R è soluzione del-

l’equazione di Yang-Baxter, proprietà facilmente verificabile.

La seconda relazione diventa:

(I⊗i−1 ⊗R⊗ I⊗n−i−1)(I⊗j−1 ⊗R⊗ I⊗n−j−1) =

= (I⊗j−1 ⊗R⊗ I⊗n−j−1)(I⊗i−1 ⊗R⊗ I⊗n−i−1)

che risulta soddisfatta per ogni operatore su V ⊗ V grazie alla Proposizione 5

(cap.5).

Nella figura 7.1 che segue si fornisce una rappresentazione grafica dell’e-

quazione di Yang-Baxter per l’operatore R, mediante il gruppo delle trecce.

R     I

I     R

R     I

I     R

R     I

I     R

=

Figura 7.1: Rappresentazione grafica dell’equazione di Yang-Baxter

7.2 Il gruppo delle trecce esteso

Al fine di costruire una relazione fra porte quantistiche ed il gruppo delle trecce

è necessario rendere quest’ultimo più generico aggiungendovi degli elementi che

nella rappresentazione possano corrispondere alle porte a singolo qubit.
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Per far questo consideriamo un generico gruppo G con elemento neutro e ed il

suo prodotto diretto n−volte, Gn

Siano poi

hi : G → Gn

funzioni definite nel seguente modo:

hi(g) �−→ (
i−1 volte� �� �
e, e . . . , e, g

n−i volte� �� �
e, e, e . . . , e)

Si può allora osservare che Gn è generato dagli elementi del tipo hi(g) con

g ∈ G e i = 1 . . . n, inoltre vale la proprietà che se i �= j allora

hi(g)hj(g
�) = hi(g)hj(g

�)

Possiamo ora definire una estensione del gruppo delle trecce di Artin: GBn è

formato da tutti i prodotti formali fra gli elementi di Bn e quelli di G, modulo

le relazioni:

hi(g)bj = bjhi(g) ∀i < j o i > j + 1

dove con hi(g) e bj si indicano i generatori rispettivamente di Gn e di Bn.

Si noti che nel gruppo appena definito continuano a valere le relazioni

presenti in Bn (l’equazione di Yang-Baxter e la commutatività lontana) solo se

nel prodotto non sono presenti elementi di G; tali proprietà, invece, non sono

rispettate in presenza di elementi di G.

Si può fornire una rappresentazione grafica di GBn come per il gruppo delle

trecce di Artin.

Un generatore di Bn, bi, viene rappresentato come di consuetudine con la

sovrapposizione della i-sima stringa sulla i+1-sima.

Un generatore di Gn, hi(g) viene rappresentato con un punto posto sulla i-sima

stringa etichettato con g (l’elemento di G ad esso relativo).

La proprietà del gruppo GBn sopra enunciata indica che nella rappresen-

tazione i punti possono essere mossi lungo le stringhe a cui appartengono se

queste non si sovrappongono fra loro.

Si osserva che nella rappresentazione non è possibile che un punto possa essere

mosso lungo una stringa se questa passa sopra o sotto ad un’altra.

Se invece non sono presenti punti etichettati valgono le usuali relazioni delle

trecce.

Si forniscono alcuni esempi per comprendere quali relazioni valgono all’interno
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di questo gruppo, sfruttando anche la rappresentazione grafica. In tali esempi

A sarà un generico elemento di G.

Es. 1 Consideriamo il gruppo GB2, in esso vale l’uguaglianza:

h1(A)b2 = b2h1(A)

Tale uguaglianza deriva dalla relazione scritta sopra, poiché in questo

caso i < j (Figura 7.2).

Es. 2 Sempre nel gruppo GB2 si ha:

h1(A)s1 �= s1h1(A)

In tal caso si ha che i = j: la relazione non sussiste più. (Figura 7.3)

Es. 3 Consideriamo il gruppo GB4, in esso vale l’uguaglianza:

h1(A)b2b3b2 = h1(A)b3b2b3 = b3b2b3(h1(A))

Tale uguaglianza è dovuta alla relazione delle trecce che viene rispettata

in questo caso. (Figura 7.4)

=

A

A

Figura 7.2: Rappresentazione grafica del primo esempio

A

A

=

Figura 7.3: Rappresentazione grafica del secondo esempio
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=

A

A

Figura 7.4: Rappresentazione grafica del terzo esempio

Consideriamo ora ψ rappresentazione del gruppo G:

ψ : G → Aut(V )

Esso induce una naturale rappresentazione del gruppo Gn:

ψ⊗n : Gn → Aut(V ⊗n),

in modo tale che

ψ⊗n(g1, g2 . . . , gn) = ψ(g1)⊗ ψ(g2)⊗ · · ·⊗ ψ(gn)

Se il gruppo G è un sottogruppo di Aut(V ) la rappresentazione ψ diventa

l’inclusione di G in Aut(V ) e di conseguenza la rappresentazione ψ⊗n risulta

definita nel seguente modo:

ψ⊗n(g1, g2 . . . , gn) = g1 ⊗ g2 ⊗ · · ·⊗ gn

Cioè, se i singoli elementi di G sono matrici allora gli elementi diGn saranno

associati ai prodotti tensoriali di tali matrici.

Prendendo in particolare G = U(2), dove U(2) è il gruppo delle matrici unitarie

2×2, che può esser visto come il gruppo delle porte a singolo qubit e sfruttando

la descrizione formale del gruppo GBn, si può definire la rappresentazione:

Γ : U(2)Bn → Aut(V ⊗n)

tale che:

• Γ(hi(g)) = hi(g) =

i−1 volte� �� �
I ⊗ I · · ·⊗ I ⊗g ⊗

n−i volte� �� �
I ⊗ I ⊗ I · · ·⊗ I

• Γ(bi) =

i−1 volte� �� �
I ⊗ I · · ·⊗ I ⊗R⊗

n−i−1 volte� �� �
I ⊗ I ⊗ I · · ·⊗ I
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Naturalmente tutte le proprietà dimostrate per il gruppo GBn continuano a

valere per U(2)Bn; inoltre anche la rappresentazione grafica definita per GBn

si applica a U(2)Bn.

Si deve osservare che in questo caso il prodotto diretto diviene il prodotto

tensore e che i punti etichettati rappresentano matrici appartenenti a U(2).

In particolare relativamente agli esempi di cui si è discusso in precedenza,

l’elemento A di G, diventa in questo caso una matrice unitaria 2 × 2 e le

identità o disuguaglianze possono essere riscritte sfruttando la notazione con

il prodotto tensore:

Es. 1

(A⊗ I ⊗ I)(I ⊗R) = A⊗R = (I ⊗R)(A⊗ I ⊗ I)

Es. 2

(A⊗ I)R �= R(A⊗ I)

Es. 3

(A⊗ I ⊗ I ⊗ I)(I ⊗R⊗ I)(I ⊗ I ⊗R)(I ⊗R⊗ I) =

= (A⊗ I6)(I ⊗ ((R⊗ I)(I ⊗R)(R⊗ I))) =

= (A · I)⊗ I6(R⊗ I)(I ⊗R)(R⊗ I) =

= (I · A)⊗ (I ⊗R)(R⊗ I)(I ⊗R) · I6 =

= (I ⊗ ((I ⊗R)⊗ (R⊗ I)(I ⊗R)) · (A⊗ I6) =

= (I ⊗ I ⊗R)(I ⊗R⊗ I)(I ⊗ I ⊗R)(A⊗ I ⊗ I ⊗ I)

Si può allora enunciare il seguente teorema:

Teorema 9. Ogni computer quantistico ha le sue trasformazioni unitarie base

nell’immagine di Γ.

Dimostrazione. Le tesi segue direttamente dall’universalità della matrice R

(Teorema (6)).

Il teorema implica che in linea teorica un qualunque circuito può essere

scritto sfruttando il gruppo delle trecce esteso ed in particolare la sua rappre-

sentazione grafica.

Si ha inoltre che in tutti i tratti del circuito in cui non vi sono trasformazioni

a singolo qubit valgono le relazioni delle trecce.
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In figura 7.5 sono date rappresentazioni delle porte R e CNOT .

ISi osserva che, per la rappresentare la porta CNOT , si usa la fattorizzazione

CNOT = (A⊗ B)R(C ⊗D)

presentata nel teorema 6 (cap.6).

Si osserva inoltre che la rappresentazione della porta CNOT costituisce la chia-

ve per rappresentare ogni circuito: sarà sufficiente, a questo scopo, decomporre

l’azione del circuito in porte CNOT e porte a singolo qubit.

R

DC

BA

CNOT=(A B)R(C D)

Figura 7.5: Rappresentazione della costruzione della porta CNOT con la porta
R e porte a singolo qubit

40



Capitolo 8

Breve introduzione agli anyons

In questo capitolo si darà un cenno del concetto anyon e delle sue relazioni

con il gruppo delle trecce.

Per approfondire ci si può ricondurre a [5].

8.1 Bosoni e fermioni

Nello spazio tridimensionale le particelle puntiformi possono essere bosoni o

fermioni a seconda del comportamento delle loro funzioni d’onda: se due

particelle identiche permutano scambiandosi di posto la funzione d’onda può

acquisire segno negativo (fermioni) o positivo (bosoni).

Una interpretazione topologica di questo fatto può essere data assumendo

che ogni singolo scambio risulta in un fattore di fase del tipo eiφ.

Si osserva che lo spazio tridimensionale meno un numero finito di punti ha

gruppo fondamentale banale, cioè ogni percorso può essere deformato fino al

percorso banale, ciò implica che la funzione d’onda di una particella dopo una

circuitazione completa attorno ad un’altra risulti identica a quella di partenza.

In questo caso,dunque, deve essere eiφeiφ = 1 da cui φ = 0 o π.

8.2 Anyons

La situazione cambia se si considera uno spazio bidimensionale, poiché il pia-

no meno un numero finito di punti non ha gruppo fondamentale nullo. In

questo caso una particella che circuita attorno ad un’altra uguale acquisisce

un fattore di fase che può non essere banale. Risulta conveniente sfruttare le
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world lines per stabilire la posizione spazio-temporale degli anyons ; in questo

modo gli scambi di anyons possono facilmente essere descritti intrecciando le

loro world lines .

Si ipotizza che gli anyons siano intrappolati in un piano e che, dunque, le

world lines relative abbiano 2 dimensioni spaziali ed una temporale.

In particolare nell’esempio in figura 8.1 sono generate dal vuoto due coppie di

anyons e anti-anyons (a, a) e (b, b) con un processo fisico locale.

In seguito l’anyon a e l’anyon b sono fatti circolare uno attorno all’altro; dun-

que le loro world lines si intrecciano. Infine le coppie corrispondenti vengono

fuse. La fusione della coppia di stati c e c̄ potrebbe non risultare nel vuoto,

perché il processo di intreccio potrebbe aver avuto l’effetto di modificare lo

stato interno di uno degli anyons. I risultati della fusione sono gli anyons c e

c che possono essere fusi di nuovo ottenendo il vuoto.

a b

c

tem
po

a b

c

Figura 8.1: Le world lines di anyons in 2+1 dimensioni. A destra si forni-
sce la rappresentazione nelle due dimensioni spaziali relativa ad ogni fase del
processo.
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