Teoria deti nodi Invarianti di Vassiliev /1

Nodi singolari

K C R? nodo (liscio) singalare
d
& K cuwrva chiusa liscia con wn numero finito di singolarita

consistenti in punti doppi con tangenti distinte
def

s(K) numero delle singolarita di K

Note: 1) K modo singolare = “docile” (liscio) per definizione
2) K orientato, —K , |K| e K come nel caso non singolare

K, K' C R? nodi singolari (orientati)
equivalenti <% Elh R3 — R? diffeo tale che K' = h(K)
isotopi (K = K') < h ¢ realiz. con un’isotopia liscia H :idgs = h
< dJ: K ~ K’ deformazione liscia
(J: K x[0,1] — R® diff. e j; regolare V't
t.c. Ky = j:(K) nodo (liscio) singolare Vt)

Note: 1)
9)

=~ ¢ una relazione di equivalenza tra modi singolari

rispetta le singolarita = s(K) invariante isotopico
) isotopia topologica <= isotopia liscia

() ()-8

) K, K" C R® nodi lisci isotopi < isotopi come nodi sing.
~ {nodi lisci}/~ C {nodi singolari}/~
5) invarianti di nodi singolart ~ invarianti di nodi lisci

K C R? nodo singolare (orientato) verticalmente ammissibile

PLEN T K — R* regolare (< mo tang. vert. e piani tang. vert.

nei punti sing.) e iniettiva eccetto un numero finito di

punti doppi trasversali (< tang. distinte) mnon singolari
def

WD

m(K) + sotto/sopra passaggi nei punti doppi (incroci)

diagramma (orientato) di K
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Note: 1) K nodo singolare = K =, K’ vert. ammissibile
= K e rappresentato da un diagramma D
2) D determina K a meno di isotopia verticale
D, D’ c R? diagrammi di K, K’ C R® nodi singolari
Dew D < D e D sono equivalenti a meno di = (isotopia del
piano), dei mov. di Reidemeister e dei sequenti

movimenti che coimvolgono 1 punti singolari

X)) Q655 QX

Teorema. K, K’ C R? nodi singolari con diagrammi D, D’ C R?
= D «~ D’ se e solo se K = K’

Dim. analoga al caso mon singolare

Diagrammi di Gauss

K C R? nodo singolare connesso orientato

h:S' — K parametrizzazione regolare positiva

e 0 <Yy <L < Wggry < 2 toel h(Uy) singolarita V1 <k < 25(K)

~ {i, g1} - .,{iS(K),jS(K)} t.c. h(¥;,) = h(ﬁjk) V1<k<s(K)

~ G = St con s(K) “corde” di estremi ¥;, e 9;, V1 <k < s(K)
C diagramma di Gauss di K

191‘3 ’l9z'2 < S1 K
2

h

197;1 _—

U,

1

ﬁjS 193?2

Note: 1) Gg & univoc. determinato a meno di diffeo positivi di S*
2

)

) O = k7n/s(K) ~ Gk univoc. determ. a meno di rotazioni
3) Gk dipende solo dalla sequenza dei punti doppi lungo K

)

) Gk =0(Gk), Gk = Gk (stessa sequenza di punti doppi)
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Prop. K, K’ C R? nodi singolari connessi orientati
Gk =G & K e K' equivalenti a meno di isotopia
e auto-attraversamenti trasversali

Dim. 1sotopia e auto-attraversamenti trasversalt
= stessa ordine ciclico dei punti doppt = G = G-

GK = GK/ = K = ]{(F) e K' = ]{’(F)
con I' 2 Gr/corde = Gr'/ corde 9Tafl diffeo

k=h/corde, kK" =h'/ . pge : I — R® imm.
k ~ k' ~ isotopia e auto-attravers. trasv.

Corol. D, D' C R* diagrammi di K e K’

Gk =Gg < D e D' equivalenti a meno di isotopia,

. . 1-6 . . . ge .
movitmenti +~ e imverstoni di incroct

G, =~ {diagrammi di Gauss con n corde}/ = Vn >0

C diagramma di Gauss di ordine n
g o {lg] € Gn|g mon ha corde isolate} C G, Vn >0

diagramma di Gauss non degeneri di ordine n

e [ (0 0)
DB

BHBHE
D)

Nota: 1 diagrammi di Gauss sopra sono tutti simmetrica
3 diagrammi di Gauss non simmetrici con piu corde

Y

Va

N\

Il

~

Ve
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Invartantt di Vassiliev

S def

{nodi singolari connessi orientati}/~

{KeS|s(K)>n}/~ Vn>0

def

Note: 1) §=852512...208, 08,11 D ...
2) Sp — Spie1 = {nodi conn. orientati con s(K) =n}/~
3) K=8 -8 = {nodi conn. orientati lisci (non sing.)}/~

v:S5 — K con K campo
. . . . def . . . .
mvariante di Vassiliev < invariante msotopmco t.c.

0(Ky) —o(K_) =
XXX

di ordine n <= v(K) = 0 per ogni K € Sn+1

Prop. a, : K — Z C Q n-esimo coeff. del polinomio di Conway
~ a, S — Q mvar. di Vassilitev di ordine n > 0
(nullo per n dispari) definito
i (K) = {an—s(Ko...o) con Ko, g€ K ses(K)=s<n
" ag(Ko...0) =0 con Ky g€ S se s(K)=s>n
(K« sostituito con Kj per ogni singolarita)

Dim. s<n = a,(Ky) —an(K_) =ap_s(Ki0...0) — @n-s(K_0o..0)
= Gn—s—1(K00...0) = an(Kx)
s=n= a,(K;y)—a,(K_)=a¢g(Kig.0) —ay(K_g.9) =0
= ao(Kxo...0) = an(Kx)

Note: 1) anche il polinomio di Jones in due variabili per nodi
conn. st puo esprimere mediante mvartanty di Vassiliev

2) invar. di Vassiliev sono univarsali almeno per nodi lisci?
?
(K =K' < v(K)=vK") Vv invariante di Vassiliev)
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Prop. v : § — K tmmvartante di Vassiliev
1) v(K) =0 per ogni K = | K, }{ Ky

—?}Kb —I—U —UKd

%%%Q@

2) 0(Ka) — 0(K3) = 0(Kas) — 0(Ka) — 0(Ky 1) + v(E_)
= v(Kq+) —v(Ka-) —v(Key) +v(Ke )
= U(Kd) — ?)(KC)

/ AN
Ka Ky + K+ Ka
% />/T<'\>
~ A7 7
~— )/
K, _ K Ko K-

Prop. v : § — K invariante di Vassiliev di ordine n
K eS, = 1) v(K) invariante per inversione di incroci
2) v(K) dipende solo dal diagr. di Gauss G
3) v(K) =0 se Gk € G, — G/, (diagr. degenere)
Dim. 1) K1 €85, = K €541 = v(Kx) =0=v(K_) =v(K,)
2) Gg = G = K= K’ a meno di inversioni di incroci

3) segue da 2 e dalla proprieta 1 nella prop. sopra
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I {v:8 — K|v invariante di Vassiliev} C K®

v, = {v e V]v invariante di Vassiliev di ordine n}

Note: 1) V spazio vettoriale su K (sistema lineare omogeneo)
2y Vo c Vi C...CVy CVyper C... CV sottospazi vettoriali
3) =K (v(Kx) =0 = v(K_) =v(K;) = vs_s, = cost.)
4) %%K(g{=®=>0|31_32=02>‘/'1:‘/0)

KG, k- spazio vettoriale generato da G, con n > 0

R, i ((Gn — G )U{G, — Gy + G. — G4}) C KG,, sottospazio vett.

A, = KG, /R, K-spazio vettoriale tale che A* = NilR,, Vn >0

Nota: G, generatori per A, ~ G C G/ base per A,
diagfmmmi di Gauss basicy

Esempi: G Go { Gy

%@@

(carK = 0 per GY
def

A Dn>0A, K-algebra graduata con prodotto # d’L dragrammai
A =L K-algebra completamento di A (serie formali)

Note: 1) Gy # G5 e ben definita modulo G, — Gp + G, — G4 =0
2)in Avale (1 +2) ' =1—-a+2° -2 +...
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def

on V= KG?

Note: 1) ¢ = idg (a meno degli iso Vj =K e Gy = K)
2) keryp, = V,—1 Vn >1 (per definizione)
3) Vi /Viot = ¢on(Vy) CKGE sottospazio da determinare

unica appl. lineare t.c. v, (v)(Gg) = v(K)

Prop. V,, ha dimensione finita per ogni n > 0

Dim. V,, 2 V,/Voo1 @ Vit [V @ .. .0 Vi /Vh @ Vg
= dimV, =3, dimVi/Vi +1 <370 [Gi] +1 < o0
Prop. v, (V,) C NilR,, C KG*
Dim.veV,,Geg, -G, =
on(v)(G) =v(K) =0 con K tale che Gg =G
veV,, G=G,—Gy+G.—Gq =
on(0)(G) = v(Ka) —0(Kp) + 0(Ke) —v(Kq) = 0
Teorema di Kontsevich (1993)

AN

K=Q ~ I: K— A invariante isotopico tale che
Vw e NilR, si ha w = p,(v) conv=1ué€cV,
dove u : K — Q definito u(K) = w(l,(K))
u:S — Q estensione di u def. per induzione su
s(K)>0da u(Kyx) =u(Ky)—u(K_)
Dim. K C R? = C* x R nodo liscio tale che 7 : K — R ha pu(K)
punti critici tutti non-degeneri (min/max)
con valort distinty t., <t., <...< be, x
m >0~ A= {(t1,....tm) ER™ |t <ty < ... <t}
T ={(t, -, Jm) [1 <1 S Jo < o < jim < p(K)}
JETm ~ Cy=1tj, ti,c1] X |tj,, ti,a[ x ... x ]t tj +1]
Py = {{(ze(tr), 2 (tr)) } | 15, < tr <tjos1,k <m}
PcP;~ Dp=(—1)P)(diagr. di Gauss indotto da P)
con 0(P) = numero archi discententi

~ [(K) = cHBR S » //\k<mdlog(ze(tk),zé(tk))Dp
\ m>0 JEJ, PEP;JC1NA,,

mtegrale di Kontsevich sul nodo K

)
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I(K) convergente con coefficienti tutti razionali (K = Q)

I(K) invariante per deform. lisce (orizzontali e verticali)
weNIR, = u(K)=w(l,(K)) ~v=u€cV,tc. p,(v) =w

Corol. K=Q = ¢,(V,) = NilR,, C QG}
~ Y = on/~ Vi [Vt = NUUR, C QG

Note: 1) K=Q = V,,/V,—1 «~ {v, : G — Q}
Vi o ({pi 2 Gi' = Siticn, Vi 2 G = Qti<a)
con p;(G) =K t.c. Ggy =G VG € G/

2) i nodi basici p; (G) si possono fissare a priori

in. modo che V,, « {v; : G/ — Q}i<yp,

3) v(K,) —v(K_) =v(Kyx) ~ algoritmo per esprimere
vV(K)eQ conveV, e KekK come combinazione lineare
der valori assegnati ai nodi basict i §; con 1 < n
e ai diagrammi di Gauss basici in G,

Esempio: v € V3 determinato da v(S') = 0 e dai valori




