Teoria deti nodi Polinomio di Kauffman /1

Parentesi di Kauffman

D C R* diagramma

~~ S(D) insieme degli stati di D
s stato di D L curva chiusa semplice in R* ottenuta con
una rTisoluzione pos./neg. per ogni incrocio

\\/ T™S. neg <\ T™S. ’pOS > <
VRN

O'Z(S) = —1

L 01(8) + ...+ 0y (s) €T
numero di componenti di s

~ o (s)
p(s)
~~os (D) _def ZSES(D) to(s)(_tQ _ t—Q)p(s)—l c Z[til]
a parentesi di Kauffman del diagramma D
Note: 1) S(D) ha cardinalita 2¢(P)
2) |o(s)] < (D), 0(s) =» e(D) e 1 < p(s) < e(D) + n(D)
Prop. 1) (D=DUS!) = (—t* - t—2><D>
2) (D) =t (Do) +t~ (D

V\/><

D

Dim. 1) S(D) < S(D) corrisp. biunivoca deﬁmta s« 5§=sS!
tale che a(é) = a( ) ep(s) =p(s)+1

def

= (D) = >_4¢ S(D) S (—t —Hypls =t
ZZes( py 17 (= tg—t )Pl = (~t* = t7*)(D)
2) S(D) = So(D) U Sy (D) partizione con
So(D)

(s) =0c(s0) +1 e p(s)=p(so)

pa
— S(Dy) definita s < sy = s tale che
o
) definita s < s, = s tale che

0(s) = 0(sec) =1 € p(s) = p(sao)
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= (D) = 2_5e5,(D)uSw (D) 1) (=t —¢72)pls)
= ey T (<t — 2ol
+ ZSOOGS(DOO) tU(Soo)—l (_tQ . t—Q)p(soo)—l
=1 (D) + t7(Dwo)

Prop. (D) = —t3(D) se D« D' ¢ (D'} = (D) se D <% D'
Dim. Dew D' = D' =D D,=D
) =t >+t<D’>_t—1<D>+t<f)>
=t <D> +t(—t* —t ) (D) = —t*(D)
D«sD = D _,~D D _~D" D, =D" D), =D"

A\

o~ w%<><>%

= (D) o) + t7*(Dhooo o) F 2 (D)
= <D> +t D)+ <D”> +t 2<D”> = (D)

D %WD/%D//Q\

2 e 0 [

= (D) =t~ (D) + (D) = t_1<Doo> +t (Do) = (D)

D C R* diagramma orientato
s ’UJ(D) def
indice di arricciomento del diagramma D

A X

# (incroci con segno di D)




Teoria deti nodi Polinomio di Kauffman /3

Note: 1) w(D) = ¢(D,D’) con D’ diagramma parallelo a D .
2) w(D') = w(D)+1 se Do D' e w(D') =w(D) se D s D
(indipendentemente dall’orientazione dei diagrammi)

Prop. D diagramma orientato ~» Pp(t) il (=) 3w PN|D|) € Z[t*1]
t.e. Dew D = PD/(t) = PD(t)

(=)= D))

y = ()OI} ()3 (D)) = Pp (1)
DD = (D) = <>ew< >=w<D>:PDf<t>=PD<t>

Dim. D «w D' = Pp(t)

Polinomio di Kauffman

K C R? nodo orientato
~~ P (1) i Pp(t) con D diagramma di K
polinomio di Kauffman del nodo orientato K

Note: 1) Pg(t) € Z[t*!] invariante isotopico del nodo orientato K
2) K banale = P (t) = (—t*> —t72)"F)=1 (= Pgi(t) = 1)
3) P_c(t) = Pc(t) (w(~D) = w(D) e |-D| = | D))
= Pg(t) non dipende dall’orient. per K connesso
}) Pi(t) = Prc(t™) (w(D) = —w(D), Dy = D, Dow = Dy)
Py (t) = —t71Y —t7* = H (orientato) non simmetrico
Pr(t) = —t~1% + 71 4+ ¢t7% = T non stimmetrico
Pp(t) =t —t74 + 1 —th + 1% (E simmetrico)

Prop. 1) Pk ,uk,(t) = (—t* —t7*) Pk, (t) Pk, (t)
2) Pryre(t) = Pk, (1) Pre,(t)
Dim. 1) D;UD, diagr. di KiUK, = w(D;UDy) = w(Dy) +w(Dy)
S(Dy U Dy) < S(Dy) x S(D3) corrisp. biunivoca
definita s = sy U sy <> (51,82) t.c. a(s) =o0(s1) + o(s2)
p(s) = p(s1) + p(s2)
= (D1 U Ds) = (=t* = t7*)(D1)(D2)
= PK11—|K2(t) — (_tg - t_Q)PK1(t)PK2(t)
2) come sopra con F# al posto di U e p(s) = p(s1) + p(s2) — 1
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Prop. Pk (t) e univocamente determinato da Psi(t) = 1
e t"Px (t) —t 4Pk _(t) = (t7* — t*) P, ()
equazione caratteristica del polinomio di Kauffman

X0

Dim. (|Dx]) = ¢(|Dxo) + ¢ (| Dx|ox)
= t51(|D) = 7Y Do) + 17| Do)
= t(|Dy[) = t7H(|D-[) = (£ = t7°)(| Dol)
= equaz. caratteristica (w(Di) = w(Dy) £1)
equaz. caratteristica = Px(t) = (—t* —t7*) Pg (1)

K [ K X K DO

K, =K K =2K Koy= K

Pgi(t) =1 = Pg(t) = (—t* —t=>)"E)~1 v K banale
~ Pk (t) = Pp(t) (doppia induzione su c¢(D) e u(D))

Note: 1) doppia induzione su c¢(D) e u(D) ~ algoritmo per
colcolare Pk (t) piu efficiente rispetto alla definizione
2) Pk (t) contiene solo termini di grado =, 2(n(K) —1)
(equaz. caratteristica e n(K;) =n(K_) =n(Ky) £1)

K C R’ nodo orientat
v (n)o (?efO;LeT(L (11(;4) . ZlzT'] se n(K) dispari (es. connesso)
K K Z[x*'/?] se n(K) pari

k polinomio di Jones del nodo orientato K

) Vi (z) invariante isotopico del nodo orientato K

2) K banale «= Vi (z) = (—2!/? — g~ 1/2)nK)—1

3) Vog(x) = Vi (x ) (indip. dall’orient. per K connesso)
) Vie(z) = Vg (2™1) (K simmetrico = Vi (x) simmetrico)
) VK11—|K2('I) - (_ e — x_l/g)vfﬁ(x)vf(z(x)
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6) Vi,4x,(7) = Vi (1) Vi, ()

T) Vi (x) e univocamente determinato da Vgi(x) = 1
e 7 Wi (z) —x Vi _(z) = (2V/* — 2712 Vi, (2)

equazione caratteristica del polinomio di Jones

Noda alternanta

D C R* diagramma
alternante (g) sottopassaggil e soprapassaggi si alternano lungo D

(non ce ne sono due uguali consecutivi lungo D)
. def . . . N
ridotto <= D mom ha incroct separanti, ctoe non ha la forma

A [X] B oppure | A | B

K C R? nodo alternante <= ammette un diagramma alternante

Note: 1) K nodo primo con ¢(K) <7 = K alternante

/> 8s9 mMmodo mon alternante

2) K alternante = 34 D diagramma alternante ridotto di K
Congettura di Tait (1898): D e minimale (¢(D) = ¢(K))

Lemma. D C R* diagramma connesso
st € S(D) unico stato tale che o(sy) = £¢(D)
= p(sy) + pls_) < (D) +2
moltre: vale = se D e alternante
vale < se D e primo mon alternante

Dim. ¢(D) =0 = D banale = s1 banali = p(sy) =p(s_-) =1
c¢(D) >0~ Dy, Dy (rispetto a un incrocio fissato)
D" = Dy o Dy, connesso con c¢(D") =¢(D) — 1
= p(s) =p(si), p(sL) = p(s-) £ 1 se D" = Dy
p(s) =p(st)£1, p(sL) = p(s—) se D' = Do
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= p(s4) + p(s-) < p(sy) +p(sl) +1
<c(D')4+3=¢(D)+2 (induz.)
D alternante = s < regioni bianche/nere di una
colorazione a scacchiera di D
= p(s+) + p(s-) = 2¢(D) + (D) = x(S*) =2
D primo non alternante = ¢(D) > 2

(D) =2=D=()) = plss)=pls-) =1 (~2<4)
c(D)>2 = 3D"= Dy o Dy primo non alternante
= vale < per induzione come sopra

Lemma. D C R* diagramma connesso
s+ € S(D) unico stato tale che o(s+) = £¢(D)
= 1) maxesp((D)) <c(D) 4+ 2p(sy) — 2
2) minesp((D)) > —c(D) —2p(s—) + 2
moltre valgono = se D e alternante ridotto

Dim. s € S(D) ~ s = 51,89, ...8k :s+, s =51,8,...8, =s_
t.c. o(s;) =0o(sir1) — 2, p(s ,L) = p(s;r1) £ 1
) o)+ 2 o) = P 1
= o(s:) +2p(si) =2 < 0(siv1) + 2p(si41) — 2
7() = 2p(s%) +2 > o (sl4) — 2p(sL1) + 2
= 0(s) +2p(s) —2<¢c(D) + 2p(s4) — 2
o(s) —2p(s) + 2= —c(D) —2p(s-) + 2
= max esp((D)) < c(D) + 2p(sy) — 2
min esp((D)) > —c(D) — 2p(sy) + 2

D alternante ridotto
= p(s—1) = p(s+) =1, p(sj,_y) = p(s-) — 1
= 0(Sk—1) + 2p(sk—1) — 2 <c(D) 4+ 2p(s4) — 2
0(Sh_1) = 2p(s,_1) + 2> —c(D) = 2p(s-) + 2
= 1 termini con esp. max/min di (D) vengono solo da s+
= maxesp((D)) = c(D) + 2p(s4) — 2
min esp({D)) = —c(D) — 2p(s_) + 2
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Teorema. K C R? nodo connesso, D C R? diagramma di K
A(Vk(x)) L max esp(Vik (x)) —minesp(Vg(x)) < c¢(D)
moltre: vale = se D e alternante ridotto

vale < se D e primo mon alternante
Dim. A(Vk(z)) = A(Pk(t))/4 = A(D))/4
= A(Vi (2)) = (maxesp((D)) —minesp((D)))/4
<c(D)/2+ (p(s+) +p(s-))/2 =1 < e(D)
D alternante ridotto = valgono entrambe le uguaglianze

D primo mon alternante = seconda disuguaglianza stretta

Corol. K C R? nodo primo alternante, D C R* diagramma di K
D minimale (¢(D) = ¢(K)) < D alternante ridotto

Dim. D alternante ridotto = ¢(D) = A(Vk(x)) = ¢(K)
D alternante non ridotto ~ D’ diagramma alternante
ridotto ottenuto riducendo D
= ¢(D) > ¢(D") = ¢(K)
D non alternante = come sopra con D’ alternante ridotto
(K primo = si puo assumere D primo)

Nota: 1 nodr primi sono riconoscibili dai diagramma alternantai:
se D e un diagr. alternante ridotto di K modo connesso,
allora. K e primo < D e primo (come diagramma,)



