Teoria deti nodi Polinomio di Jones /1

Gruppt di trecce

B=A{U...UA, C R*x[0,1] treccia con n stringhe (n-treccia)
&L A, arco ascendente (cioe A; N R; = un punto Vi € [0,1])
da (4,0,0) a (7mp(i),0,1) per ogni ¢ = 1,...,n, con 7 € X,

Note: 1) B« yg =791 X ... X ¥, : [0,1] — R** — A cammino
tees {7i(0) bzt = {vi(1) bizt o = {(%,0) }iz1,
dove A ={(p1,...,pn) € R*"|3i # j t.c. p; = p;}
a;(s) = (7i(s),s) = (i(s),vi(s),s) = A N R
= «; : [0,1] — R? parametriz. continua di A;
2) B+ wg=movyg:|[0,1] — (I',R* %) cappio
dove T, R* =L (R*" — A)/%, e % = {(4,0)}ie1....n
T spazio delle n-configurazioni di R*
m: R — A — (R — A)/X, proiez. canonica
rivestimento regolare di grado [3,| = n!
(= T, R* 2n-varieta differenziabile)
3) T, R* & omeomorfo a un aperto di R*"
(¢ : C" — C™ definita (21,...,2,) — (a1,...,ay)
con I;(z —2;) = 2"+ a12" 1 + ...+ ay
~ ) CM B, ZC" (g & ~y,)
~ LR* =~ (C" - A)/%, =2 C" —¢(A) aperto in C")

B,B’ C R* x [0,1] trecce equivalenti (B = B’)
PLEN (Bt)tejo,1] famiglia continua di trecce t.c. By = B e By = B’
(3J:B x[0,1] — R*x[0,1] cont. t.c. j;(BNR?) = ByNR? Vt)

. deformazione della treccia B (nella treccia B')

Prop. B= B’ < vp ~1} 7B’ & wB ~q0.1} wp (relaz. di equiv.)
Dim. primo < segue dalla definizione

secondo < seque da 7 rvestimento

def

B,

{n-trecce}/~ Q(FnRQ)/g{O,l} = (I, R?)
gruppo_delle n-trecce (con l’operazione che rende < iso)
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Note: 1) ByBs = (1,1 1/2)(1}31 U(By +(0,0,1))) ¥ By, Bs € By,
2) 1p, = {(4,0) }iz1....n % [0,1] (treccia banale)

)

) ¥

3) B~ B! = (1, 1, 1)B + (0,0,1) treccia inversa
A Bn — Xy, eptmorfismi definiti B — mpg

C B,, gruppo delle n-trecce pure

&
&
112
112
—_
>

Note: 1) B; 20 (IZR* = R?)
2) By 27Z (ILbR* = R* x (R* —{0})/Zy = R® x S')
3) B, gruppo non commutativo per n > 3
(¢n epimorfismo su X, non commutativo)

Prop. trecce e deformazioni di trecce sono docili
(cioe si estendono a intorni tubolari)

Dim. «; : [0,1] — R* x [0, 1] param. cont. di A; C B
~ @; : [0,1] x B> = T; C R? definita a;(s,z) = a;(s) +ex
tale che T'=T, U ...UT,, mtorno tubolare di1 B
J:Bx[0,1] = R* x [0,1] deformazione di B
~ J: T % [0,1] — R* x [0,1] deformazione di T
definita J;(&;(s,z),t) = J(i(s),t) +ex

Prop. B= B’ & B e B’ trecce isotope
(FH :idpr2xo,1] ZRr2x{0,1} h isotopia
t.c. hy(R2) = RZVt,s€[0,1] e h(B) = B’)
Dim. J : B ~ B’ deform. di B in B’
o 0=t <...<tp=1tc J(BxXtiti]) CT(B,)
~ H; : R* x [0,1] X [t;,t;11] estensione di S\ Bx[ts tii]

~» H = concatenazione div Hy,..., Hy
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Prop. 1) B treccia = B =. B’ con B’ treccia liscia/poligonale
- e-deformazione « e-isotopia

2) B, B’ trecce lisce/poligonali
B = B’ < 3(By)te)o,1) deform. liscia/poligonale di B in B’
(cioe By trecca liscia/poligonale Vit € [0, 1])

Dim. caso liscio: approssimazione diff. di vp e v ~0.1 VB’
caso polig.: segue dal caso liscio (appr. poligonali iscritte)

B C R* x [0, 1] treccia liscia verticalmente ammissibile

& m : B — Rx [0,1] regolare (< mo tang.vert.) e iniettiva eccetto

un numero finito di punti doppi trasversali (< tang. distinte)
def

~~ D

m(B) + sotto/sopra passaggi nei punti doppi (incroci)
A diagramma liscio di B

B C R* x [0, 1] treccia poligonale verticalmente ammissibile

& m : B — R x [0,1] iniettiva eccetto un numero finito di punti

doppi trasv. (< mo spigoli vert., pt. doppi interni a spigoli)
def

~ D m(B) + sotto/sopra passaggi nei punti doppi (incroci)

A diagramma poligonale di B

Nota: D C R x [0,1] determina B a meno di isotopia verticale
(B e B’ trecce verticalmente ammissibili con D = D’ =
(Bt = (1-t)B +tB')cj0,1] def. docile vert. ~ isotopia vert.)

Prop. ogni treccia € rappresentata da un diagramma liscio /polig.

Dim. analoga a quella per 1 nodi docilt

VSRR SIIE ARY
Y, \\

\ [ A
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D,D' C R x [0,1] diagrammi di B, B’ C R* x [0, 1] trecce lisce/polig.

DewD & De D equiv. a meno di = (isotopia di R x [0,1] che
mantiene la direz. orizzontale, quindr la struttura
del diagr.) e dei movimenti nella figura sopra

Note: 1) D e~ D' = B = B’ (=2 e movim. ~ isotopie di trecce)
2) il movimento simmetrico 2" coincide con 2,

movimentr 1,3 ~~ varianti con certi incroct tnvertata,
in particolare st hanno 1 movimenti simmetrici 17,3’

Teorema. B, B’ C R* x [0, 1] trecce con diagr. D, D’ C R x [0, 1]
= D «w D’ se e solo se B= B’

Dim. analoga a quella per tsotopia di nodi e mov. di Retdemeister

Note: 1) {trecce}/= <~ {diagr. di trecce}/ = e movimenti

Y

2) diagrammi e movimenti lisci <~ polig. (a meno di =)

Corol. Bng<b1,...,bn_1 ‘ bzbj :bjbz Vi<i<i+1 <j3<n-—1
bin_lbi == bi+1b7;b7;_|_1 Vi1 S ) S n — 2>

R

1 t—1 v +1 142 n

Dim. B treccia ~ D diagamma con incroct a quote distinte
~ B =b;"...b0;F (un termine b;; con g;, = *1
per ogni incrocio pos./meq.)
relazioni «+~ movimenti 1 e 3 (mov. 2 + rel. banali b;b; ")

Note: 1) B, C B, 11 indotta da {by,...,bp_1} C {by,...,b,}
2) ©n(b;) =s; = (ii+1) = 41 estensione di ¢,
(B, =2 (s1,...,80-1 ] 83 V1I<i<n-—1
s;isj =8;8;, VlI<i<i+1<jij<n-1
SiSit1Si = Si+18iSit1 V1 <i<mn—2))
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3) en : By — Z epimorfismi def. e, (b;'.. bf:) =1+ ...+ €p
(relazioni bilanciate = ben definiti)

Trecce e nodi

B C R* x [0,1] treccia
~ B = n(B’) C R? nodo (docile) orientato
chiusura di B (treccia chiusa associata a B)
con B’ = B tale che B’ C ]0,+oo[ x R x [0, 1]
n:]0,+oo[ x Rx[0,1] - R* - {0} x RC R’
definita n(x,y,2) = (rcos(2z — 1)m, xsin(2z — 1)m,y)

B ng

112
<
<
<
Ny

Note: 1) B ben definito @ meno di = di nodi orientati
(non dipende da B’: B"= B=B" = n(B") =n(B"))
2) By = By = By EQ come nodi orientati
(def. di trecce By ~» By ~ def. di nodi By ~ Eg)
3) B~ K = n(K) = numero cicli disgiunti di 7p
4) B € B, treccia banale < B = n-nodo banale
5) B2¥K,B =B '=B ~_-K (B'=0(B) ~ B=—0(B))

Esempi: 1) B = bfl € By ~» B =~ 1-nodo banale

2) B=b>c B, ~ B~ H H

3) B=beBy~ Bx=T,T

4) B = (bibsbiby)*t € By ~» BT, T
5) B = (bby'bib; ) € By ~ B2 E

Teorema di Alexander (1923)
K C R’ nodo orientato = 3B C R* x [0, 1] treccia t.c. B= K
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Dim. D diagramma poligonale di K
O ¢ D ~» spigoli positivi/negativi (rispetto a O)
suddivisione ~ spigolo negativo con al piu un incrocio
s spigolo neg. ~ s’ U s” spigoli pos. sopra/sotto tutto
a seconda che s passi sopra/sotto

q/)AM IX/

~

de

K C R? nodo orientato ~~ s(K) f min{n | K = B con B € B}
numero (minimo) di stringhe di K

Note: 1) s(K) invariante isotopico per definizione
2) s(K)>n(K) e s(K)=n(K) <= componenti banali
3) s(—K) = s(K) (K= B = —K =B con B' = p;(B))
4) s(K) = s(K) (segue da nota 5 sopra)
5) s(KiUKy) =s(Ky)+ S(Kg)
(K; = B; = K, UK, = B con B = B; UB, affiancate)
6) s(Ki # Ky) < s(Ky) + s(K>»)

(K; = B, = K\ # K, = B con B = B # B, affiancate)
T) s(K) non ¢ effettivamente calcolabile

Prop. K C R? nodo orientato
= s(K) = minimo numero s(D) di curve di Seifert
Ci,...,Cspy per un diagramma D di K

Dim. D diagramma di K con s(D) minimo
~ relazione binaria (non equiv.) di coorientazione
sull’insieme {C4,...,Cypy} delle curve di Seifert
D con minimo numero ¢ di coppie C; # C; = £ =0
(3C; £ C; = C; e C si possono supporre adiacenti
= D 5 D' tale che Ci, Cj ~ Cp ~ C7)
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. /
Ci altre curve

: C’ C
ﬁ# ? E?:% ( BN QC’
Ci # C; adiacenti ~~ C’

Ci ~ C’j Vz,j = D ~» D’ diagramma di s(D)-treccia chiusa
a meno di ribaltamento di alcuni archi
(3 rinum. t.c. C; e Ci41 adiacenti Vi < k—1)
= s(K) < s(D) minimo
B € By(k) tale che K = B
~ D diagramma di K con s(K) curve di Seifert

= s(K) > s(D) minimo
Corol. s(K) <n(K) + ¢(K)
Dim. D diagramma di K nodo orientato con ¢(D) = ¢(K)

risoluz. imnecrocio di D ~» increm. numero componenti = +1
= numero curve di Seifert per D < n(K) + c¢(K)

Teorema di Markov (1935)
B e B, , B € B, trecce t.c. E%K,E’gK’
K =K' & B «» B’ relaz. di equiv. generata da
1) By € By ~ By = Bibf' € By, (stabilizzazione)
2) B1By ~ ByB; con By, By € By (+~ coniugio in By)

Dim. <) By = B1b, = B\Q o~ El V By € By (a meno di ribaltam.)
BoB, =~ BB, ¥ By, B, € By
=) D, D’ diagrammi poligonali di K, K’
K=K ~ D =D« Dy e ... e D, = D'
sequenza di movimenti di Reidemeaster
~ D =Dj e Djy s Lo Dy, =D
con Di,...,D;, diagrammi di trecce chiuse

= B «» B’ (mov. di Reidem. tra trecce chiuse
~ relazioni + stabiliz. + coniugio)
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Note: 1) 1deas: BlCBQC...CBnC...CBOOﬁunzllgn

~ muartanty di nodi effettivamente calcolabali

2) stabilizzazione ~ B, — B,.1 non omomorfismo
3) B1By e~ By By «~ coniugio in B, ma non commutativita
(e~ relazione mon compositiva)
4) Ab(B,,) =2 7Z (Ab(b;bir1b; = bi11b;biv1) ~> by ~ bitq)
Y : B, — A omom.con A comm. = ) =ae, cona € A
5) ¢n : B, — X, non tiene conto del segno degli incroci

6) Bng: Bn — GL(K,n) rappresentazione di Burau
alterazione di ¢, <~ 8,1 con g € K — {0} definita
1=
Bra(bi) = Lot @ My @ gy dove My = (1 )
t.c. M2+ (¢ —1)My —q =0 (teor. di Cayley-Hamilton)

Algebre di Hecke

K campo, g € K — {0}
o Fre (b, oo tn) = {Sicmasw; |a; € K,w; € W(ty, ... ty),m > 1}
K-algebra libera mon commutativa generata da tq,...,%,
I ideale bilatero di Fr(ty, ... th_1)
generato da: t7 + (¢ — 1)t; —q V1 <i<n-—1
titj—tjti\V/1§i<i—|—1<j§n—1
titivit; — tipititiyr V1 <i<n-—2
o Hy g = Fre(tys ooy tne1) /I
L K-algebra di Hecke di ordine n > 1

AN In,q

Note: 1) Hy =K, Hy, = K[t]/(tQ + (¢ — 1)t —q)
2) Hy, C Hyp1 4 (indotta da {t1,. .., th—1} C{t1,. .., tn})
3) t; invertibile con ti_l =q ' — ¢t +1 (prime relazioni)

Prop. npq: Hyg ® (Hpyg @m,_, ,Hp,g) — Hpi1,4 applicazione
definita 1, 4(a, X b; @ ¢;) = a + X; bitpc; Ya,bi,c; € Hy 4
e un isomorfismo di H,, ,-moduli bilatert per ogni n > 1
dimg Hy g ® (Hp,q Qn,_, Hng) = dimg Hypqg = (n+1)!
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Dim. induz. sun>1 (H1, =K e Hy, = Kq|t] ={a+bt|a,be K})
Nn.q applicazione ben definita
(Mn,q bilineare su b®c con b,c € H, 4
NMnqg(bh®@c) =n,,b@hc) Vb,ce Hy, oy Vhe Hy_1 )
Nn,q oOmomorfismo di H,, ,-bimoduli
(Mn.q K-lineare e H, ,-lineare sul fattore H, ,
Mg (R(b®¢)) = hnpnq(b®c)
Mg ((b @ c)h) = nnq(b& c)h
Mn,q applicazione surtettiva

b Vb€ Hyy Vhe Hyy)

(we W(ty,...,tn) = w ~ X;a;w; con al pit un t, in ogni w;
infatti: t,ht, ~ hts ~ (1 —q)ht,, + gh Vh € Hyp—1 4
bty Wty ~ W'ty _itntn_ih" YW W' € Hy_y
= t,ht, ~ 3;a;w; come sopra Vh € Hy, ;)
dimpg Hy, g @ (Hpq @m,_, , Hnyg) = dimg Hyy1,g = 0ng 150
(dimg Hy, g =n! = dimg Hy, & (Hp g ®p,_, , Hpyqg) = (n+1)!
= dimg Hpy14 < (n+1)!
Si ={1,t;,tit;q,.. . titi_q ...ty coni=1,....n
~ {h = hihy...hy|h; € S;} K-lin.indip. (K-base) in Hy,q1 4
= dim H,11,4 = (n+ 1))

Nota: b; — t; ~ pp.q: By, — Hp g omom. moltipl. Vn>1,q# 0
(relazioni di B, <~ relazioni moltiplicative in H, )

ze€ K—{0} ~~ {Tr,. : H,, — K},>1 tracce definite per induz.
1) Tri. L idg: Hi 2K > K
2) Trpi1 . (a+2;:bityc;) 2o Try . (a)+2Tr,  (X;bic;)
Va+ X;bitpc; € Hyp1 4 con a, by, c; € Hy g

Prop. {Tr, . : Hy 4 — K},>1 unica famiglia di forme K-lineari

te. 1) Try, (1) =1
2) Tryi1,, estensione di Try, .
) Trps12(hitnhe) = 2Try, o (hihe) Yhy, hy € Hy
1) Ty (hihe) = Tro . (hohi) Vhi, he € H,

o
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Daym. proprieta 1,2,3 «~ definizione
proprieta 4 banale per n = 1, induzione per n > 1
a,a' € Hy,_1,4 = Try.(aa’) = Tr, . (a’a)
a,b,c e H,_14 = Tr, . (a(b't,—1c)) = Tr, ((b't,_1c)a)
= Try .(hihy) = Try . (hohy) Vhy € Hy—1,4, ho € Hy, 4
a,be H,_1, = Tr(at,_1bt,—1) = Tr(bt,_1at,_1)
bc,b ., € Hy_14 = Try . ((bt_1c)(b't,—1c"))
= Try, (bt —1cb't,—1)
= Try, . (cb't,—1'bt,—1)
= Try, . ((b'tp—1c")(btp—1c))
= Try.(hihy) = Try . (hohy) Vhy, hy € Hy

Note: 1) titi—1...ti—k+1 € S; C qu > Trn,z (titi_1 .. -ti—k:+1) = zk
2) TTn,z(titi+1ti_1) = TT‘n,z(ti_ltitiH) = Try, . (tit1) = 2
3) Try.(titiv1t; 't5)) # Trn o (tit; it ) = Try (1) = 1

de
B € By ~ Tp(q,2) == Try.(pnq(B)) € Zlg*, 2]

Prop. 1) Ty, (q,2) = 2T5(q,2) VB € B,
2) Tgy-1(q,2) =q (¢ +2—1)Tp(q,2) VB € B,
3) TB,B,(q,2) = TB,B,(q,2) YV B1, By € By,

Dim. 1) Ty, (¢,2) = Trns1,2(Pns1,¢(Bbn)) = Trogi 2 (pn,q(B)tn)
= 2Tz (pn,q(B)) = 2TB(q,2)
2) TBbgl(qVZ) = Trn+1,2(pn+1,q(Bb;1)) = Trn+1,2(pn,Q(B)t;1)
= Trns1,2(Png(B) (g tn — g7 + 1))
= (¢ 'z — ¢+ 1) Trps1,2(png(B))
=q '(qg+2-1)Ts(q,2))
3) T,8,(q:2) = Trn:(pn,q(B1)pn,q(B2))
= T2 (Pn,q(B2)pnq(B1)) = T,5, (4, 2)
K c R? nodo ;)'}*ientato, K2>~B con B¢ B, (B

~ Uk (q,2) = cp(q,2) Ts(q, 2)
1—n(B)—e(B) 1—n(B)+e(B)

con cp(q,z) = z 2 (¢ (¢g+2—-1)) :
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Note: 1) Uk(q, z) € Z[gt/?, 2F1/2] ben definito (non dipende da B)
mvariante isotopico del nodo orientato K
(seque dal teorema di Markov e dalla prop. sopra)
2) K banale <= Uk (q,2) = (qgz7 ' (¢ + z — 1)~ 1H)(nE)=1)/2
(e(an(K)) =0, n(an(K)) — n(K)a Trn,zpn,q(an(K)) — 1)

Prop. a_lUK+(Q7Z) - aUK_(Q7Z) — bUKo(qaz)
cona=z2""2(q+z2—1)V?* b=q /% —¢'/?
Dim. possitamo supporre Ky = Be Ky = Ei con By = Bbi[(lg)
cp.(q,2) = 2T (g7 (g + 2 = 1))F/2ep(q, 2)
= a¥' Uk, (q,2) = 25 (q+ 2= 1) % cp.(q,2) Tn.(q, 2)
= q7'/cp(4,2) Tro(B).2 (Pn(B).q(Bby 5)_1))
= CB(Qa Z) TTn(B),z(q:Fl/Qti:(lB)_1pn(B),q(B))
g%t _q1/2ti—1 = V2 — g 2 (g — g 1) = g2 — gl
= a Uk, (¢,2) —aUk _(q,2) = bep(q,2) Trop) - (Pu(B).q(B))
=bcp(q,2)TB(q,2) = bUk,(q, 2)

—1

Polinomio da Jones

K C R? nodo orientato

o Wi (2,y) = Uk (¢, 2) con @ = 272 (q4+2—1)12 y =g 1/*—¢'/?

polinomio di Jones in due variabili del nodo orientato K

Prop. Wk (x,y) € univocamente determinato da Wei(x,y) = 1

€ .§C_1WK+(5U, y) — X WK_(ZC, y) =Y WKo(xa y)
equaz. caratteristica del polinomio di Jones in due var.

Dim. prop. sopra + sostituzione ~» equazione caratteristica
equaz. caratteristica = Wz (z,y) = (27" —2)y ' Wk (z,y)

KD | KPS | K DO

AN

K, =K > K KOgK
n(K

Wi (z,y) =1 = Wk(z,y) = ((z7! —2)y~ )" L'V K banale
~ Wgk(z,y) (doppia induz. su c( ) u(D), D diagfr. di K)
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Note:

Note:

1) Wg(z,y) € Z[zT!, yT!] invar. isotop. del nodo orient. K
t.e. Vg (x) = WK(cc,zcl/Q — 271/%) (equaz. caratteristiche)
2) Wk (x,y) contiene solo termini di grado (totale) pari
e di grado =, n(K) — 1 separatemente rispetto a x e y
(equaz. caratteristica e n(K;) =n(K_) =n(Ky) £1)
3) equaz. caratteristica ~» algoritmo per calcolare Wi (x,y)

1) Wog(z,y) = Wi (z,y) ((mK)+0=—(K+p))
= Wk (z,y) non dipende dall’orient. per K connesso

2) WI_((xay) - WK(aj_17 _y) (E:I:,O — [?,O)
8) WKN—'KQ('I??J) — (33_1 - x)y_lwfﬁ(aj?y)WKz(xvy)
(K1 Ubanale ~ K; UKy con (K; U K,))*0 = Ky UK

4) WK1#K2(33’:U) - WK1($ay)WK2(x7y)
(WK1#K2($ay) - (x_l - x)_lyWK1UK2($ay))

K DA Ky K [X] Ky Ki D (| K»

Ky 2K #Ky, K =K #K, Ki=K UK,




