Teoria deti nodi Polinomio di Alexander-Conway/ 1

Forme di Seifert

K C R? nodo orientato, S C R? superficie di Seifert per K
~ Bg  Hi(S) x H{(S) — Z forma di Seifert per K
definita Bg(cy, o) il ((C,CF) Yey,eo € Hi(S)
con C; C S curva chiusa semplice t.c. ¢; = [C}]
C’ijE = C; +£eNg C R’ curva parallela a Cj

Note: 1) Bs e ben definita
(Vee Hi(S) 3C C S curva chiusa semplice t.c. ¢ = [C]
non necessariamente connessa
(CT,CF) definito sommando sulle comp. di C] e C5
non dipende da Cy o né da € > 0 suff. piccolo)
2) Bs e bilineare (c+c € H{(S) « CUC" C 9)

B = {bi}i=1,..2g(S)+n(K)—1 base di H{(S) = 7,29(S)+n(K)—-1
2 (Bs(bi, b;))i; matrice di Seifert per K

NN MS,B

Note: 1) H{(S) Z-modulo libero = 3B C H{(S) base
2) B,B' C H{(S) basi = dM € GL(2¢9(S) + n(K) — 1,Z)
tale che Mg p = M*MgpM

Prop. S, S’ C R? superfici di Seifert per K C R® nodo orientato
= S «w S’ relaz. di equiv. generata da isotopia

QSWSi:S—(DlLJDQ)UTi

T _ T Dip,
P - S . \\NS
S+ /,’ \\\\ N ’\ S \‘
// N g ~ )

-~ T —_——_-



Teoria dei nodi Polinomio di Alexander-Conway /2

Dim. isotopia ~ S, 8" = dischi U bande (5,5 v Vogin_15")
isot. + e~ ~» §.5" = sup. di Seifert derwate da diagr. D, D’

N ]

= basta provare che mov. di Reidemeister ~» isotopia +
mov. 1 ~ isotopia (banale)
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MS+,B’ = ES ES 1 > M8+ B! = O O 1
0 0 0 0 0 0

MS,B x 0 MS,B 0 0

MS—,B' = 3 * 0] ~ Ms—,B" - § 0 0
0 1 0 0 1 0

Polinomio di Alexander

K C R? nodo orientato, Mg g matrice di Seifert per K
def 1/2 _ 4—1/2 1% +1/2
polinomio di Alexander del nodo orientato K
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Prop. Ak (t) invariante isotopico di K ben definito
(non dipende dalla sup. di Seifert S e dalla base B)

Dim. B~ B’ = Msp = M*MggM con det M = +1
= det(t'/* Mg p —t7'/* M} 1)
= det(t'/*M*Mg pM — t="/*M* Mg 5 M)
= det(M*(t'/* Mg p —t~'/* Mg 5)M)
= det M* det(t'/*Mg g —t~1/* M ) det M
= det(t'/* Mg p — t71/* M} 5)

Msp|& 0
S~ ST = Mgign=| 0 ‘0 1
0 10 0
= det(t'/*Mgspy —t~ /2 M}, 1)
tl/QMS,B _t—l/QMg’B‘ tl/Qf 0
= det AT ‘ 0 ¢1/2
0 —t=1/2 0

= det(t'/* Mg p —t7'/* M} )
S~ S™ analogo a S~ ST
mvartanza tsotopica per costruzione

Note: 1) Ag(t) = (=1)" BT Ak (') VK nodo orientato
(Ms g ha ordine pari/dispari se n(K) e dispari/pari)
2) Ag(t) € Z[tT] se n(K) dispari (es. connesso)
3) K C R? nodo connesso
~ d(K) == Ag(—1) = (~1)9) det(Mg 5 + M5 )
C determinante del nodo orientato K
(Ax (1) = det(Msp — Mg ) =1 per K connesso)
}) K C R? nodo connesso = A(Ak(t)) < 2g(K)
(ogni termine di t'/*Mg p — t_l/QngB ha ampiezza < 1)
1 se K connesso
{O se K mon connesso
2) A_kg(t) = Ag(t) (indipend. dall’orient. per K connesso)
(S sup. di Seifert per K ~ —S sup. di Seifert per —K)

Note: 1) K banale <= Ag(t) =
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Prop.

Dim.

3) Ag(t) = (=1)" T Ak (t) = A (t)

(Ms g matrice di Seifert per K

~ Mg p = —Mg g matrice di Seifert per K)
4) AKll—'KQ(t) =0

(Mg, g, matrice di Seifert per K,

7 MSlUTUSQ,BlUBQU{d} — MS1,B1 D MSQ,BQ D O
matrice di Seifert per K U Kj)

5) AK1#K2(t) — AK1(t)AK2(t)
(Mg, B, matrice di Seifert per K;

~7 MSl#BdSQaBlLJBQ — M51,31 D M52,32
matrice di Seifert per Ky # K»y)

Ak (t) e univocamente determinato da Agi () =1
e Arc.(t) = Mg (1) = (72 — 1) Ao (1)

equaz. caratteristica del polinomio di Alexander

S sup. di Seifert per Ky ~ St sup. di Seifert per K4

B base di H{(S) ~ BL =BU{c=[C }base di Hy(S+)
Cr i 0 : C+
Siwsal > < a /
oL NS | > _,\ C—

K_

Bs_(c,c) =k = Bs (c,c) =k—1
= Ms_p_ = (MS’B 5) , Mg, p, = (MS’B‘ : )
j 1/2@ —1/2 )% 771/2‘]{ _—11/2 %
= Ak (t) = det (t IS’B_t_ S»B‘t £—t_ 77)
¢ /2n_t 1/25* ‘ (t1/2 _ ¢ 1/2)k
Ak (t) = det (tl/QAfS’B — I/QM;B‘ AR Sl )
+ $1/2p — 4= 1/2¢ ‘(t1/2—t_1/2)(k—1)
: t'/* Mg p — /2 Mj p| 0 )
t1/277—t_1/2£* ‘t—1/2 _41/2
= (712 —t2) Ak (t)
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equaz. caratteristica = Az (t) =0 VK nodo orientato

K PO | E DO | K PO

K, =K K_~K Ky= K

= Ak (t) =0 per ogni K modo banale non connesso
~ Ak (t) (doppia induz. su c¢(D) e u(D), D diagr. di K)

Note: 1) equaz. caratteristica ~ algoritmo per calcolare Ak (1)
2) Ag(t) = p(t="? —t'/2) con p polinomio a coeff. in Z
(doppia induzione su ¢(D) e u(D), D diagr. di K)

Polinomio di Conway

K C R? nodo orientato
~~ Vi (y) € Z[y] unico polinomio t.c. Vi (1712 —t1/2) = Ak (t)
polinomio di Conway del nodo oritentato K

Note: 1) Vi (y) invariante isotopico del nodo orientato K
2) Vi (y) & univocamente determinato da Vgi(y) = 1
e Vi, (¥) — Vk_(y) = yVi,(y)
equazione caratteristica del polinomio di Conway
3) Vk(y) = Wk (1,y) (equaz. caratteristiche)
4) Vi (y) contiene solo termini di grado =, n(K) — 1
(equaz. caratteristica e n(K;) =n(K_) =n(Ky) £1)
5) gr Vi (y) = A(Ak (1)) < 2g(K)
K=5,=Vg{y)=9y"+3y*+1=g(K)=2
6) equaz. caratteristica ~ algoritmo per calcolare Vi (1)

1 se K connesso

Note: 1) K banale <= Vi (y) = {O se K non connesso

2) V_k(y) = Vk(y) (indipend. dall’orient. per K connesso)
3) V() = Vie(=y) = (=1)"") ™ Vic(y)
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4) VK1|—|K2(y) =0

K C R? nodo orientato
~ a;(K) € Z con i > 1 definiti da Vi (y) = >, a;(K)y*
coefficienti del polinomio di Comnway

Prop. a;(K) invarianti isotopici del nodo orientato K
tie. 1) aqi(K)=0sei=yn(K)oi<n(K)—1
2) ag(K) =1 se K connesso, = 0 altrimenti
3) a1(K) = (K, Ky) se K = Ky UK, con Kq 5 connessi
4) as(K) = a(K) (invar. di Arf-Casson) se K connesso

Dim. equaz. caratteristica <~ ag(Ky) —ag(K_-) =0
a;i(Ky) —a;(K-) =a;—1(Ky) Vi >1
1) nota sopra sui gradi dei termini di Vi (y) per i =o n(K)
incroci comp. diverse ~ induz. su n(K) per i < n(K)—1
2) ag(K) = ag(n(K)-nodo banale) (inversione incroci)
3) incrocio tra Ky e Ky ~ K = Ky e K connesso
= a1(Ky) —ai(K-) = ap(Ko) =1 = 4(K,) —(K-)
4) K4 connessi = Ky = K; UK, con K5 connessi
= ay(Ky) —as(K_) = a1 (Ky) = (K, Ky)

Nodi a fetta e segnature

K C R? nodo connesso
nodo a fetta & 3p ¢ Ri disco liscio t.c. DNR*=BdD 2 K
<= dD come sopra t.c. m;p : D — R junz. di Morse
nodo a nastro <= 3D come sopra t.c. m;p no ha min loc in Int D
<= 3D come sopra t.c. 7(D) C R® ha come sing.

un numero fintto di autointers. a mastro
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Note: 1) K C R? nodo a nastro = nodo a fetta
2) Congettura (Fox 1962): vale Uimplicazione inversa,
dimostrata per 1 nodi razionali (Lisca 2007)
3) K C R? nodo connesso non banale
= K # K nodo a mastro non banale

K C R? nodo orientato, Mg g matrice di Seifert per K

weCtale che w# 1 e |w =1 (cioe w™t =&)

o 0, (K) =L sgn((1 —w)Mg g + (1 — @) M ) € Z
C w-segnatura del nodo ortentato K

Nota: (1 —w)Msp + (1 —&w)Mg g matrice hermitiana
~ sgn((1 —w)Mg p + (1 —w)Mg 5) (teor. di Sylvester)
( i # autovalori positivi — # autovalori negativi)

Prop. o, (K) invariante isotopico di K ben definito
(dipende solo da K e w, non dipende da S e B)

Dim. analoga a quella per Ag(t) con (1 —w®!) al posto di tT1/2

0 1—w
tenendo conto che sgn ( -5 0 ) =0

def

Note: 1) o(K) o_1(K) =sgn(Msp + Mg p)
C segnatura del nodo orientato K
2) (1 —w)Ms,p + (1 — @) M5 5 =
_ (w—l/Q_ wl/Q)(wl/QM&B _ w—l/QM;B)

= matrice singolare se e solo se Ag(w) =0

= 0, (K) localmente costante per Agx(w) # 0
) 0, (—K) = 0,(K) (indip. dall’orient. per K connesso)
}) 0, (K) = —0,(K) (K simmetrico = o,(K) = 0)
5) 0w(K1 UKy) =0,(Ky) + 0w (K»)
) 0w (K # Ky) = 0, (K1) + 0,(Ks)

Lemma. K C R? nodo a fetta, S sup. di Seifert per K

1B base di H{(5) t.c. Mg p = <}Z ?) con blocchi gxg

3

6
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Dim.

Prop.

Dim.

Note:

D C RY disco liscio t.c. DNR? =BdD = K (a meno di )
~ M C R" 3-varieta liscia t.c. BAM = SU D T,
~ iyt Hi(S) = H(BAM) — Hi (M) con rg(keriy) > g
~ B ={by,...,by,} base di H{(S) t.c. {by,...,bag} C keri,
c1,co € keri, ~ Cp,Cy C S curve t.c. ¢; = [C}]
~ 81,8, C M superfici lisce t.c. C; = Bd(S;)
— C*f =BdS*, SE ¢ M* C R! sottovar. par.
= Bs,p(ci,c2) = €(CT,C5) = #(S; NSy) =0
(M~ NM"=2 = S NSy =09)

K C R? nodo a fetta
= Ag(t) =p(t)p(t™") con p(t) € Z[t] (= d(K) =p(-1)*)
0,(K)=0 VweSt—{1} c C tale che Ag(w) # 0

Ms g come nel lemma

= Ag(t) = (=1)9 det(t'/*Q —t~/2R*) det (t'/*R — t—1/2Q*)
= (=1)%9 det(t'/2Q — t='/*R*) det (t~'/*Q — t'/>R*)
= det(tQ — R*) det(t1Q — R*)

A=(1-w)Msp+ (1 -0)M5 5z = (0—1)(wMs,p — Mg )

(S ST . _
iA-( s |O)convaeTtmbde se Ag(w) #0
_ 0 |—1I
M = ( s | 9 )~ MAM = ( | 2)
15T~ —1,l 0
= sgn(A) = sgn(M*AM) = 0

1) o(T) =2 = T non ¢ un nodo a fetta
2) o(F)=0,d(E)=5 = E non ¢ un nodo a fetta
3) solo 4 su 35 modi primi K con ¢(K) < 8 sono a fetta

T @

850 nodo a fetta 113, nodo a fetta?



