Geometria supertore Topologia delle varieta /1

Coomologia di De Rham

M varieta differenziabile

cky = Ker(d: Dk — D**1) c D*M  (k-forme chiuse su M)
EFM Im(d: D=1 — D*) c CkM  (k-forme esatte su M)
HEM CFM/EEM  k-esimo spazio di coomologia di M
HM 4 @kzo’HkM coomologia di De Rham di M

Note: 1) HOM =~ R#(comp.conn. di M) : HEM ~20VEk>m
(H'M =C'M = {f : M — R| f localmente costante})
2) HFM R-spazio vettoriale (e H'M-modulo) Vk > 0
def
(Aru])

def

def

HM algebra graduata anticomm. ([A]A[u]
3) HFR™ =0 Vk > 0 (lemma di Poincaré)

f: M — N applicazione differenziabile con M e N varieta daff.
o 5D HEN — HEM definita £*([A]) = [f* (V)] V[N € HFN, k>0
Note: 1) f* & ben definita (f*: D*N — D*M soddisfa d o f* = f*o d)
2) f* & R-lineare e f*([A]a[p]) = f*([A])~f*([u])
3) (W)™ = idpnr, (gof)" = [Ty
Prop. f~¢g: M — N = f*=g*: HFN — HFM per ogni k > 0

{thgO

Dim. H: f~g~ K: M xR — N appl. diff. t.c. ky = gV 1

(teorema di approssimazione diff.)

basta comsiderare 1l caso kt“\m = kmm Vte R
con C' C A compatto e A = R™ carta locale speciale
(A ={A,}n>1 atl. speciale, {hy}n>1 part. dell’unita subord.
~ decomp. di K in K, tra Gr(X;<nhn) e Gr(X;<nhy))
(A € HEN ~ K*([A\]) = [p = K*(\)] € HF (M x R)
= 7 (i} (maxr) — i (axr)) = d(@F (1) — ®F (1))
(come lemma di Poincaré con ®F « ff .. dt)
= 7% (i (u) — i () = dv con v € DF1(M x R)
(v estensione di ®F(p) — ®¥(u) nulla su M — C x R)
= [*([A]) =i ([p]) =i ([p]) =97 ([A]) ({om" =id = 7" in)
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f: M — N applicazione continua con M e N varieta daiff.

~ fF 4 ¥ HEN — HFM con fo~ f: M — N appross. diff.
Note: 1) f* e ben definita (non dipende dalla scelta di fs)
2) [ & R-lineare e f*([Aa[u]) = f*([AD)~f*([1])
3) (gef)" = f"og" (gsofs > gef appross. diff.)
) f~g:M—N= f*=g":HN—HM (fs ~gs)
5) M~N = HM2ZHNVE>0e HM =ZHN

M wvarieta differenziabile, { M, My} ricoprimento aperto

NN 21 2 - M1 2 M e ]1 DY M() M1 M MQ — MLQ mclusiont

Prop. 0 — DFM 25 DFM, @ DFM, -2 DF(M, 1 M,) — 0

con p(A) = (17 (A),i5(A)) e (A, Ads) = ji (M) — g3 (A2)

e una successione esatta (Im(— ) = Ker(- —))

Dim. ¢ iniettiva (17 ,(X) = A\jar,, determinano univocamente \)
Ime C Kery (¢¥(o(X)) = Y (Nag s Aar,) = N, — Ajvg, = 0)
Ime D Kery (A1, A2) € kertp = Ajjng, = Agjag, ~
A=\ U )\Q € DkM t.c. §0<)\) — ()‘17)\2))
Y suriettiva (A € D¥My, {f1.2} part. dell'unitd sub. a {M;»}
o A= (1) A € DRM; tees (A, Aa) = A

Prop. M varieta dmﬁerenzmbmle {My, My} ricoprimento aperto
~ 0 — HOM —> HOMl@HOMQ ﬂ HO(M1 ﬂMg) A H M .

A ke 2 HkM1 oM, k(0 ) 2 Hk+1M

At E ey o s, L (0, 0 0) 2 0

successione esatta di Mayer-Vietoris

Dim. A([A])

= [(A"] per ogni A € C*My con X" € CFT1M tale che

p(A") = (A, AY) = (dA], dX)) e (A, X)) = A
A appl. lineare ben definita (non dipende da A, \| e Aj)

come st vede ragionando sul sequente diagr. comm. dove
le frecce orizz. sono ¢ e ¥ del lemma, le verticali sono d,

e inoltre X' = (N, ), dN = (dAL,dA,) € N = (V/, X0)
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0 > - s N ——— N —— 0
0 >y A N/ —— 0 —— 0
0 > 0 >y ) ——— - —— 0

Im p* = Kery™* seque da Im e = Kery
Imy* = Ker A e ImA = Ker p* sequono dalla definizione
di A, come st vede ragionando sul diagr. comm. sopra

Note: 1) M = My UM, = HFM = H*M; & HFM, Vi > 0
[)\1]/\[)\2] =0wm HM V [)\1)2] c ,HMLQ
2) HFM = @yp yH M. con {M.} = comp. conn. di M

Prop. M varieta diff. compatta = dim H*¥M < oo per ogni k > 0

Dim. M C T C R" (teoremi di immers. diff. e intorno tubolare)
~ MCA=CiU...UC, CT con C; = R" aperti convessi
T M~ r:A— M retrazione continua
For* = (rod)*=id%, = idyry = 7 HFM — HFA iniettiva
quindi basta provare che dim H*¥A < oo per ogni k > 0
per induzione su £ > 1 a partire dal caso banale £ = 1

A=CiU...UC) ~ A=A UCycon A =C{U...UCp_4

A
HE-L AT = HEA *, HEA" ® HFC, successione esatta

con AV =A"NCy=(CiNCy)U...U(Cr_1NCy)
= dim H*A4A = dim Im A + dim Im ¢*
< dim HEFLAY + dim (HFA' @ HECY) < o0
(dim HFL A" dim H* A’ < oo per ipotesi induttiva)

M varieta differenziabile compatta

~ b (M) L dimHFM € N per ogni k > 0
k-esimo mumero di Betti

o X (M) 2L S50 (= 1) kb (M) € Z

caratteristica di Eulero-Poincaré
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Nota: bg(M) e x(M) sono invarianti omotopici

Prop. M varieta differenziabile compatta connessa
A={A, ..., A,} ricoprimento aperto di M tale che
Ai,N...NA;, # = contratbile V1 <ijp < ... <ip <n
= X(M) = Sp>o(—1)*ng con np, = # {4, N...NA;, # &}

Dim. induzione su n > 1 a partire dal caso banale n =1
VM= A U...UA, come sopra ma non necess. compatto
A=AU...UA, 1, A ={A,...,A,_1}, n, come sopra

A" =ANnA,, A" ={AnNA,,...,A,_1NA,}, nf/ come sopra
def

ng=n,+n,_ Vk>0 (con n”; =1) e ipotesi induttiva
= Tiz0(=1) nk = Bpzo(—1)"(be(A") + bp—1(A")) + 1

Ak—1 Spk k
HE1AT — HEM s HEA' @ HFEA, — HFA” succ. esatta

= by (M) = dim Ker % + dim Im "
bi(A") = dim Ker ¢ + dim Im ¥ — ;¢
= dim Im ¢* + dim Im¢* — 6
bpe—1(A") = dim Ker AP~ + dim Im AF~1
= dim Imy* ! + dim Ker ©F
= bp(A") +bp_1(A") = bp (M) + dim Imp* =1+ dim Im p* — 5y
= Yg>0(—1)" (b (A7) + bp—1(A")) + 1 = Bpzo(—1)"b (M)

Note: 1) M superficie compatta, P poligonazione di M
X(M) = # {vert. di P} — # {lati di P} + # {polig. di P}
(basta considerare il caso speciale P triangolazione
A ={A, = Int(U {triangoli di P con vertice v})})
2) M varieta diff. compatta, P decomp. poliedrale di M
X(M) = Sg>o(—1)" # {poliedri k-dimensionali di P}
(basta considerare il caso speciale P decomp. simpliciale
A = {A, = Int(U{simplessi di P con vertice v})})

3) x(5™) = {O se m dispart

(A= {47 =50 {z" 2 0}}ict,.mi1 = e = (1)25)

2 se m part
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L) x(T™) =0 per ogni m > 1
(in generale x(My x My) = x(My) - x(My))

5 P™) =
) X(P™) {0 se m dispart

(in generale p: M — N d-rivest. = x(M) =dx(N))

0 se k#0,m
Prop. HFS™ 2 { Rsek=0,mem >0
R*sek=m=20
Dim. H'S' =2 R* e H'S™ = R Vm > 0 (# comp. conn.)
HESO =0 VE>0 (S°={-1}U{+1})
S™m = A UAy con A; =8 —{p;} 2 R™ e A;NAy w S 1~
HFIR™ @ HF1R™ — HE-1gm—1 L kg™  HER™ @ HFR™
succ. esatta = HIST =2 R e HIS™=20Vm > 1
HES™ = HE—Igm—l Y > 1 m > 1

Prop. 5" Zomeo ST & ST S S n=m
Dim. S™ ~ S™ = HFS" ~ HFS™ = n=m

1 se m part

Teorema di invartanza della dimenstione
R" =, R & n=m
Dwm. h: R*" = R™ ~» T_h(0)° h| : Rn—{O} ~ R™ —{O}
= Sl ~gm=1 (gn=1 - pn {0} = R™ — {0} ~ S™~ 1)

Teorema di mon retrazione

A retrazione continua 7 : B™ — §™m~—1

: : . PR r _
Dim. per assurdo idgm-1 = o4 : S™m™1 — B™ — g™ I =
. . _ 1T _ [ _ _
Yo ¥ = %de_lsm_l L™ 15m 1 H™ 1Bm H™ 18m 1

Teorema del punto fisso di Brouwer

f: B™ — B™ applicazione continua
= Jx € B™ tale che f(z) =z (punto fisso)

Dim. f(z) #x Vo € B™ ~ r: B™ — S™ ! retraz. cont. definita
r(T) = S¢(z),z sm—1 S f(z),z SEMIT. Ap.
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Prop. X,Y C R™ sottospazi chiusi
X X Y = HF(R" — X)X HFE(R™ -Y)VE>0
Dim. R Cc R™"! ~ HY(R™ - X) 2 RO H' (R™M — X)
HE(R™ — X)) 2 HF YR - X)) VE >0
(R — X =A_UA,, con Ay = It R?7" U(R™ — X) x R,
At vx, A NA, =R - X)X RYR" - X ~
@Hk:A:I: N fHk:(Rm —X) N fHk+1(Rm+1 —X) N @Hk+1z4:|:)
HY(R™ — X) 2 ROH™(R*™ — X)
~REH™(R™ -Y)ZH (R™ -Y)
HE(R™ — X) = HF™(RP™ - X)
~ HEEm(RPm V) 2 HE(R™ —Y) V>0
(h: X —Y omeo ~ k: R*™ — R*™ omeo tale che
X X 0gm +— Gr(h) — Ogm XY
= R* — (X x 0pm) Zomeo B*™ — (0pm x Y)
— R _ X =0 R —Y)
Teorema di separazione per sfere topologiche
S C R™ sfera topologica (cioe S Zomeo S™ 1)
= R™ — S ha due componenti connesse I(S) ed E(S) t.c.
I(S) limitata, E(S) illimitata, FrI(S) =FrE(S) =S
Dim. S Zomeo S™F = HY(R™ - 8) 2 HO(R™ — S™ 1) = R?
= R™ — S ha due comp. conn. di cur una sola illimitata
(S compatto = S C B(0,r) = R™ — B(0,r) C E(9))
VC ¢ S compatto, C Zgme €' & S™ ! compatto
= HY(R™ - C)=2H'(R™ - C') 2 R = R™ — C connesso
= FrI(S)=FrE(S)=S

Teorema di imvarianza del dominio

f: A— B applicazione continua biiettiva con A, B C R™
A aperto in R™ = B aperto in R™ (in tal caso f omeo)
(A, B C R™con A =yneo B = [Aaperto in R™ < B aperto in R™])
Dim. xz € A aperto in R™ ~ ¢ > 0 t.c. ClB(z,e) C A
ClB(z,e) compatto = f|ciB(z,e) YMmersione



Geometria supertore Topologia delle varieta /7

= S = f(Fr B(x,e)) C R™ sfera topologica

R™— 5= f(B(xz,e)) U (R™ - f(CLB(z,¢)))

con f(B(xz,e)) e R™ — f(ClB(x,e)) connessi
= f(B(z,e)) = I(C) intorno aperto di f(z) in R™

Note: 1) A C R™, B C R™ aperti non vuoti, AZB = n=m

(n<m~ ACR"C R™ aperto in R™ = n =m)

2) M m-varieta topologica (con bordo) =
m = dim M invaritante topologico univoc. determ.

3) M m-varieta topologica con bordo =
Int M C M m-varieta topologica (senza bordo)
Bd M C M (m — 1)-varieta topologica (senza bordo)
IntMNBdM =@, Int M C M aperto, BdM C M chiuso

Lemma. M m-varieta diff. connessa
VA eD™M(=C™M) con supp. compatto, A C M aperto
du € DM con supp. compatto C A tale che pu— A€ EMM

Dim. A = {(A4,, vn)}n>1 atlante speciale

~> { fntn>1 partizione dell’unita subordinata

~ A= Yh<pAn con Ay = fod € CMM ) supp(Ay,) C Ay, (comp.)
(supp(A) compatto = somma finita, cioe A = X, <zA\,)

~ = Yp<afbn CON Ly — Ay € EMM e supp(un) C A (comp.)
(Fhy, ~idy diffeo di M tale che supp(A,) C h,(A)
~ ptp, = hi(A,) € C"™M tale che supp(p,) C A

e [pn] = hy([An]) = 1dj, ([An]) = [An] € H™ M)
= supp(p) C A comp. e A —pu=X,<m(ptn — A\p) €EM™MM

Nota: il lemma non vale per A € DFM con k <m (D*M # C*M)

Lemma. VA € D™R™ con supp. compatto t.c. me A=10
Jpu € DmIR™ con supp. compatto t.c. A = du
(vale anche il viceversa per il teorema di Stokes)

Dim. m =1~ A= f(x)de € D'R con [, A= sz f(x)dx =0
~p= [T f(€)d¢ € D'R = C=(R) con supp(p) comp.
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m>1~ X= f(zl,....2™)dxt~ ... rdz™, supp(f) comp.
f=>" %, supp(fi) compatto Vi=1,...,m
x’b

(g(xl’ T ’xm—l) — sz f(xlw . ’xm)dajm

m—1 ag
supp(g) comp. = g =331, 55, supp(g;) comp.

p € C®(R) t.c. supp(p) compatto e fj;)p(t)dt =1
~ filz) = gi(zt, .. 2 ) p(a™) Vi <m — 1
t.c. supp(fi) C supp(g;) x supp(p) compatto
~h= [0 0f/02" = [ —g-p € CP(R™)
~ () = ffoo h(xt, ..., 2™ 1 &)d¢
t.c. fjfj h(z)dz™ = 0 = supp(fm) compatto)
~ o=y (1) () data Lo ada T Idx T A L Ada™

Prop. M varieta diff. compatta connessa

R se M e orientabile
mM =
" {0 se M mon e orientabile
Dim. M orientata ~ ¢ : C"™M = D™ M — R def. ¢(A) = [, A

@ lineare (linearita dell’integrale)
¢ suriettiva (w € D™ forma di volume su M = p(w) > 0)
kerp D EM™M (A =du + teor.di Stokes = [, A= [,,, n=0)
kero CEMM (A € Kery con supp(A) C A= R™ compatto
lemma = A4 = dv con supp(v) compatto
~ u=v € D™M estensione nulla t.c. A = du)
= ¢/Kerp: H"M =C"M/E™M — R iso def. [A] — [, A
M mon oritentabile = dh ~idy, : M — M daffeo tale che
hia : A — A inverte orientazione
AN eH™M ~ peCm™M tec. A\—pu € E™M e supp(u) C h(A)
= [\ =[ul =r"([p]) = =[p] = =[A = [A] =0

M = (M, Oyps) m-varieta diff. compatta connessa orientata
~ € HMM 24 unica classe t.c. fM v =1 (£ < £0nm)
L classe fondamentale di M
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f: M — N applicazione continua
con M e N m-varieta diff. compatte connesse orientate

~o d(f) € Z grado di f definito da f*(nn) = d(f) -

Note: 1) d(f) e ben definito (H™M = (nas))
d(f)eZ (f ~g: M — N diff. (teorema di appross. diff.)
~» q € N valore regolare di g (teorema di Sard)
g q) ={p1,---, o} ~ g (B) =A U...UA;
carte sp.int. a g e p; t.c. g4, : A; — B diffeo
nn = [A] con supp(A) C B= [(A=1=
k
d(f) =d(9) = [, 9"(N) = Xz op(9) € Z)
2) orientazione opposta su M o N ~ d(f) opposto
3) frag:M—N= f* =g = d(f) = d(g)
)f M—>N,g N —L=d(gef)=d(f) dg)
5) h: M — N omeo = d(h) = £1 se h cons./inv. l'orient.
6) f:S' — S = d(f) = grado definito con m(St)

Prop. S™ ha campi di vettori ovunque non mulli < m dispart

Dim. V € VS™ ovunque non nullo ~ H :idgm ~ agm = m dispari
m dispari ~ V = Wgm € VS™ campo di versori

con W € VR™T1=2" campo di vettori definito

W(x1’x2’m’x2n—1’x2n) = (—SEQ, 2131, Cee —:1:2”, CEQn_l)

Teorema di Hopf

M m-varieta diff. compatta connessa orientata
frg: M — S™ applicazioni continue, f~g < d(f) = d(g)
Dim. basta provare < (Uinversa segue dalla nota 3 sopra)

fog: 8™ — 8™ per induz.su m>1 (m =1 < nota 6 sopra)
f,g diff. con e, 1 € S™ val. reg. (teor. appross. diff. e Sard)
N Eeme1), 97 (Feme1) C€ ST (@ meno di omotopia)
~ fl>~feg ~gtali che f/(ST), ¢ (ST) C ST
= [ = E(f: gm—l_ gm=1) ¢ ~ X(g(: gm—1_, gm=1)
= d(f|’) =d(f) =d(g) = d(g|’) ~ H : fl’ ~ g|’ (ipotesi ind.)
w S(H) () = (g)) = g
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fog: M — 8™ diff. con —epniq1 € S™ val. reg. (come sopra)
f~H=emi1),97 (—emy1) C A carta sp. (a meno di omotopia)
~ flg S —=8"te f~flopeg~gop

conp: M —-M/(M—-A)=S"ed(p) =1
d(f) =d(g) = d(f') =d(g") = f'~g = [~y

Note: 1) in generale d(f) =d(g) # f~g per f,g: M — N

(i om Figomy: T? — T* = St x St anche se d(i; o m;) = 0)
2) f: M — N con M, N comp. conn.non orientabili/orientate

~ do(f) = #(f1(q)) mod 2 € Zy con g € N wval. regolare

grado mod 2 di f ben definito e soddisfa prop.3,4,5
(M, N orientabili ~ dy(f) = d(f) mod 2 per ogni Oy, On

M mon orient., N orient. ~ do(f) = d(f ° pp)/2 mod 2
M orient., N non orient. ~ do(f) = 2d(pyef) = 0 mod 2
M, N non orient. ~ dy(f) = d(f) mod 2, pNof: fopn)

Teorema di separazione per ipersuperfict differenziabily
M C R™™! m-sottovarieta diff. compatta connessa
= M orientabile e R™™ — M ha due comp. conn. I(M) e E(M)
t.c. I(M) limitata, E(M) illimitata, Fr I(M) = FrE(M) = M
Dim. p€ R™™ — M ~» vy, : M — S™ def. vp(z) = (x —p)/||lz — p|
tale che p,p’ € stessa comp. conn. di R™™ — M = Vp 2 Vpy
Mc R ~ M cTc R™! (teorema dell’intorno tubolare)
M orientabile = (T, M) = (M x [—1,1],M x {0})
= T — M ha due comp. conn. con Frp = M
= R™™!' — M ha due comp. conn. con Fr = M
(dp,p’ € T — M tali che d(v,) # d(vy))
M mon orient. = T — M connesso = R™"! — M connesso
assurdo (Ip,q € T'— M t.c. do(vp) # do(vy))




