Geometria superiore Varieta differenziabili /1

Premessa

f:A—=Bcon ACR™ e BCR"™ aperti, t€ A, he N

di classe C in 7 < OFfi /oxh ... 2% Jin I € Tz continua in T
Vig,o..hip <m, V3<n, VeE=0,...,h

di classe Ch <& f e di classe C" in z per ogni 7 € A

Note: 1) f di classe CY in T & f continua in T
2) f di classe Cl in 7 ¢= 3 differenziale di f in T, cioe
ddzf: R™ — R" lineare, ¢ : A — R", :lvm_"rgs(:c)/ﬂm —Z|| =0
te. f(z) = f(Z) =daf(z—T) +e(x)
=Jzf (2 —Z)+e(x) Ve e A

of’ . : o
Jzf = - matrice jacobiana di f in T

ox?

=1,...,
71=1,..., n

f differenziabile (in ) PN f di classe C" (in Z) VheEN
f diffeomorfismo FLEN f invertibile, f e f~! differenziabili
Note: 1) f differenziabile (C*) <= J differenziale dzf VT € A
2) f differenziabile (diffeomorfismo) = f cont. (omeo)
3) f:A— B, g: B— C diff. (diffeo) = g f diff. (diffeo)

Regola della catena
f:A— B, g: B— C diff. con AC R™, BC R", C C Rf aperti
= dz(ge°f) =dszygedsf e Jz(ge f) =Jpzmg-Jzf VT €A
Nota: f diffeo = Jzf invertibile VZ € A ((Jzf) ™' = Jpz (7))

= m = n (invarianza della dimensione diff.)

Teorema della funzione inversa
f:A— B diff.con A, B C R™ aperti, dzf iso (Jzf invert.) T € A
= JA' C Aint.ap. di T t.c. fla: A" — B’ diffeo con B’ C B ap.

Teorema di Sard
f:A— B diff. con AC R™, B C R" aperti
= C(f) ={f(zx) |z € A, rgJ,f <n} C B ha misura nulla in R"

Nota: in particolare, m <n = f(A) C B ha misura nulla in R"
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Varieta differenziabili

M varieta topologica di dim m

(A, ) e (B,1) carte locali differenziabilmente compatibili

& Yoot :ip(ANB) — (AN B) diffeo tra aperti di R™
combiamento di coordinate (o di carta)

R™{ | R™
(xt, ..., ™) (yt,...,y™)
A atlante differenziabile 9 atlante con carte diff. compatibili
def

S struttura differenziabile atlante differenziabile massimale

Prop. VA atlante diff. 31 S(A) struttura diff. t.c. A C S(A)
Dim. S(A) = {carte locali di M diff. comp. con ogni carta di A}

L (M,8) = (M,Sy) =Ms =M
struttura diff. su M varieta top.

varteta differenziabile

Esempi: 1) R™ = (R™,S({idgm}))
2) 8™ = (8™, S({carte strereografiche}))
3) T™ = (T™,S({inverse locali di 7 : R™ — T™}))
) P™ = (P™,S({carte affini}))

Note: 1) (M,S) m-varieta differenziabile, N C M aperto
~ (N,S|ny = S(A|n)) m-varieta differenziabile
2) (M;,S;) m-varieta differenziabile
~ (MyU...UM,,S(A U...UA,)) m-varieta diff.
3) (M;,S;) ms-varieta differenziabile
~ (My X oo X My, S(Ay x ... x Ap)) Zymi-varieta diff.



Geometria superiore Varieta differenziabili /3

f: M — N continua, con M = (M,Sy;) e N = (N,Sn) var. diff.

dafferenziabile in p € M
def

< Po fop ! differenziabile in ¢(p)

V(A,p) eSSy V(B,w)eSy conpeAe f(p)eB

< J(A,0) €Sy F(B,y) €Sy t.c. Yo fopt diff. in ¢(p)
dafferenziabile PLEN differenziabile in p per ogni p € M

< o foptdiff. V(A,p) €Sy V(B,Y) € Sy
< Pofo L diff. V(A,¢) € Ay V(B,y) € Ax

diffeomorfismo & f invertibile, f e f=! differenziabili

QB

(0
r 1 \ g1
o fop! (O
- p(4) - »(B)
(b, ..., 2™) (yt, ..., y")

Note: 1) f: M — N, g: N — L diff. (diffeo) = g-° f diff. (diffeo)
2) Diffeo M = {f: M — M diffeo} C Omeo M

f 1M =N diff. in p o vg, [ S2vg dog) (=S 27) vango di f in p
f regolare in p € M JLEN rg, f = min{m,n} (rango massimo)

f regolare PLEN regolare in p per ogni p € M

Note: 1) f: M — N, g: N — Lreg. (inpe f(p)) # gof reg. (in p)
(comungque Vimplicazione vale se m <n <l om>n>1)

2) se m =n: f differenziabile regolare < f diffeo locale
3) diffeomorfismo = omeomorfismo differenziabile regolare

Note: 1) p: M — M rivestimento numer. di (M,S) m-varieta diff.
~ (M, S (A),0=p) | (A, 9) € A})) mevariets diff.
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2) G C Diffeo M prop. discont. su (M,S) m-varieta diff.
~ (M/G,S({(B,¢ - (m)~" | (A,¢) € S})) m-varieta diff.

Note: 1) ogni varieta top. di dim m < 3 ammette una strutt. diff.,
ma esistono varieta top. che non ammettono strutt. diff.
2) se una varieta top. ammette una strutt. diff., allora ne
ammette infinite distinte (eventualmente diffeo equiv.)
3) R™ ha un’unica struttura diff. (a meno di diffeo) Vm # 4,
R* ha infinite strutture diff. (esotiche) mon diffeomorfe

Varieta ortentabily

f: A— B applicazione diff. regolare con A, B C R™ aperti
conserva/inverte Vorientazione in T £ et Jzf >0 /det Jzf <0
conserva /inverte l’orientazione £ 10 stesso vale in ogni x € A

Note: 1) le composizioni conserv./invert. con la regola dei segni
2) A connesso, f conserva/inverte l’orientazione in T € A
= f conserva/inverte l'orientazione (in tutto A)

Esempi: 1) id : R™ — R™ conserva 'orientazione
2) v: R™ — R™ def. o(z!,2*,...,2™) = (—at, 2%, ..., 2™)
mverte 'ortentazione
3) a: R™ — R™ definita a(zr) = —x
conserva/inverte 'orientazione se m pari/dispari
M = (M,S) varieta differenziabile
A C S atlante orientato <= Yot cons. Vorient. Vo, 9 € A
O C S orientazione <= O atlante orientato massimale
Prop. VA atlante orient. 3! O(A) orientazione t.c. A C O(A)
Dim. O(A) = {(B,v) €S t.c. Yo ! cons. Vorient. V (A4, ¢) € A}
M = (M,S) varieta differenziabile orientabile
&L 30 orientazione su M (< Jdatlante orientato su M)

Prop. M varieta differenziabile orientabile connessa
= M ammette (solo) due orientazioni opposte
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Dim. O orient. su M ~ —O ={(A,1o¢)|(A,¢) € O} orient. su M
O e —O sono distinte (orientazioni opposte)

Q orientazione su M ~»
={peM|3I(Ap) €0, (By)eQ det (e ') =0}
~ M =S, US_ partizione aperta di M = Q@ =0,-0

Nota: M varieta orientabile con n comp. = M ha 2" orientaziont

varieta (diff.) orientata = (M,0) = (M,0p) =Moo =M
orientazione su M varieta diff.

Esempi: 1) R™ = (R™, O({idgm}))
2) 8™ = (5™, (=)™ O({(A1, ¢1), (A2, 12 92)}))
3) T™ = (T™, O({inverse locali di w: R™ — T™}))

Note: 1) (M, O) m-varieta orientata, N C M aperto
~ (N,On = O(Ajn)) m-varieta orientata
2) (M;, O;) m-varieta orientate
~ (MyU...UM,, O(A U...UA,)) m-varietd orientata
3) (M;, O;) m;-varieta orientate
~ (M X oo X My, O(A; x ... x A,)) X;mi-var. orientata

f: M — N applicazione differenziabile regolare
con M = (M,0Op) e N = (N,Opn) m-varieta orientate

conserva/inverte orientazione in p € M
def

<= 1o fop ! conserva/inverte lorientazione in ¢(p)

V(A,0) €Oy V(B,Y) €Oy conpe Ae f(p) €B

< J(A,p) €Oy F(B,2)) € On toc. o fop™t cons. /inv. in ¢(p)
conserva/inverte orientazione

PLEN cons. /inv. lorient. in p per ogni p € M

< o forp ! cons./inv. Vorient. V (A, ) € Oy V(B,v) € Oy
& Po forp ! cons./inv. Vorient. V (A, ) € Ay V(B,v) € Ax

Note: 1) Diffeo™M = {f € Diffeo M | f cons. Vorient.} C Diffeo M
2) M varieta connessa, f: M — N regolare

f cons./inv. Vorient. in p € M = f cons./inv. 'orient.
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Esempi: 1) a: §™ — 8™ cons. /inv. Vorient. < m dispari/pari
(020 agm = agm o o1 = (Lo @y) o agm ey = 1o apm)
2) P™ orientabile < m dispari
(m dispari: a € Diffeo™S™ = P™ = S™/(«) orient.
m pari: O orient. su P™ = 7 cons. e inv. l'orient.)
3) T, orientabile Vg > 0, P, non orientabile Vg > 1
(My # M, orientabile < My, My orientabili)

Sottovarieta differenziabili

M = (M,S) m-varieta diff., N C M n-sottovarieta differenziabile
def

< Vpe N J(A,p)eStec.pelde p(ANN)=p(A)NR"

,R™
U carta (speciale)
0 R"  gdattata ad N

Note: 1) N C M n-sottovarieta diff. = N n-varieta differenziabile
(Sy={(ANN,p: ANN — R") | (4,¢) € S adattata})
i1 (N,Sn) — (M,S) immersione differenziabile regolare

2) f: M — M"diff. (vreg. e m <m’) = f;: N — M'diff. (veg.)
3) f: M — M t.c. f(M)C N’ con N'C M’ sottovar. diff.
fdiff. & fi: M — N’ diff. (e in tal caso vg f = rg f))

Note: 1) (M,S) var. diff., N C M ap. = N m-sottovar. diff. di M
2) (M;,S;) m-varieta diff., N; C M; n;-sottovar. diff.
= Ny X...x N, C M x...x M, Yn;-sottovar. diff.

Prop. M varieta differenziabile, per N C M sono equivalenti:
1) N e una n-sottovarieta differenziabile di M
2)Vpe N JAC M int.ap.dip IE: A— R™™" diff. reg.,
t.c. NNA=E"10) (E(z) = 0 equazione locale Tegolare)
3)Vpe N ABC N int.ap.di p 3f: D — M imm. diff. reg.
con D C R", t.c. f(D) =B (x = f(t) param. locale reg.)
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Dim. 1) = 2) e 3)

M

0
(zt,...,2") —— (2,...,2,0,...,0)
(xt,.. .,z " ™) s (am L a™)
f=ploi~al=t,. . 2"=t" 2" =0,...,2Mm=0

E=mop~ B={pcA|z""(p)=0,...,2™(p) = 0}

2) = 1) basta considerare il caso M = R™

N Rm—n

)
.-

rg, E=m-—n~ JyF = (Pn_nn|Qm-nm-n) con detQ # 0
~g:A— R™, g(z) = (z,..., 2", E(zt, ..., 2™))

I,10Y\ . o :
Jpg = 710 invertibile ~ ¢ = gjar : A" — @(A") diffeo
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3) = 1) basta considerare il caso M = R™
si puo assumere p = f(0) e D = R"

\ R™

vy f=n~ Jof = <> con det Q) # 0

~ h:R™— R™, h(z)= f(z!,...,2")+(0,...,0, 2" ..  2™)

Y

Pm—nn

Joh = <§) 7 0 ) invertibile ~ ¢ = h|_1: A — p(A) diffeo
Prop. 1) f: M — N appl. diff., m > n, ¢ € N valore regolare
(cioe f regolare in p per ogni p € M t.c. f(p) = q)
= L= f"1(q) (m— n)-sottovarieta diff. di M
2) f: M — N immersione diff. regolare, m <n
= L = f(M) m-sottovarieta diff. di N

Dim. 1) (B,%) carta locale di N intorno a ¢, ¥(q) =0
~> 1o f equaz. loc. reg. per L intorno a p per ogni p € L
2) (A, ) carta locale di M intorno a p € M t.c. fi4 regolare

~ fo gp_l param. loc. reg. di L intorno a q¢ = f(p)

Nota: f: M — N applicazione diff. regolare con m < n
{ = f immersione locale

# f immersione (7: R — S*, ( X)) C R?)
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Esempi: 1) S™ c R™™! (E(x) = ||z||* = 0 equazione regolare)
2) T™ C R*™ (prodotto di sottovarieta diff.)
3) curve diff. reg. in R* ( 9 1-sottovarietd diff. di R*)
C={(x,y) € A| E(x,y) = 0} con A C R* aperto,
OF OF ,
(0—93 0—y) =0 C
\ gradiente di E (normale a C)
C = a(I) con I C R aperto (oppure I = S*)
a: I — R? imm. diff. t.c. o/(t) = (2/(t),y'(t)) # 0 Vt
velocita di a (tangente a C)
) superfici diff. reg. in R® ( 9 sottovar. diff. di R?)
S ={(z,y,2) € A| E(x,y,2) = 0} con A C R® aperto,
OE OF OFE ,
(83} 0y (97;) #0in 3
k gradiente di E (normale a S)
S = w(D) con D C R* aperto (oppure D = sup. diff.)
w: D — R imm. diff. t.c. vg Jp pyw =2 V (¢!, ¢7)

E:A— R diff. t.c. VE =

E: A— R diff. t.c. VE =

gr O\
ot ot?
N Oy 0Oy ow  Ow
cioe vg [ =7 =5 =2 (& 51 < 92 £0) V(tt?)
Oz Oz U normale o S
\ o a¢ /

def

5) curve diff. reg. in R’ ( 1-sottovarieta diff. di R?®)
C={(z,y,2) €A E(x,y,2) =0, F(x,y,2) = 0}
con A C R? aperto, E,F : A — R diff. t.c.
OF OF OF
g Or 0Oy 0z =2 (& VEXVF#0)inC
OF OF OF
Oor 0Oy 0z

tangente a C
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C = a(I) con I C R aperto (oppure I = S?t)
a: I — R imm. diff. t.c. o/(t) = (2/(t),y'(t),2'(t)) # 0

velocita di a (tangente a C)
Nota: curve diff. in R® = inters. di sup. diff. trasversali in R’

Prop. N C R™ n-sottovarieta differenziabile
S Vee N 4A C N intorno aperto di x

1D C R?x%i vin) WPETLO, dg: D — RE”MH i) appl. diff.

t.c. A= Gr(yg ) ={zx e R™ | (zi», ... o'm) = g(z, ... o)}

m-—-n

R(a:inﬂ,...,xim) N c R™

parametrizzazione locale regolare

con det (85 - Oz n) # 0

= fm(th, ..., t")
(tt =hl(z", ... z")

th = h(xh, ..., ')

gt = fres (B (=), (=) = g (o)
| ' = (R (=), A (=) = g (et et
(El(x17 ’xm) _xin+1 gl(x“7 7xln)

A 4
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equazione locale regolare
: OE! ... OoE™m™—™"
Em_n(xl,...,xm) =0 con det (8:L'in+1 axzm> # 0

((pin+t = gl(a™, ... o)
/\/\/-><
pim = gm (g, atn)

(g = fu(tt, .. ") =t}

i fan( ...,t”) =g'(t', ..., t")

|zl = flm (1) = g (L)

Esempi: 1) C = {(z,y) € R*[2* —y’ = 0} = {(t’,¢*) |t € R}
non & una curva differenziabile regolare in R?
2) C={(z,y) e R* |2’ —y’ =0} = {(t’,¥") |t € R}
¢ una curva differenziabile regolare in R*

Partizioni dell’unita differenziabili

Prop. M varieta diff., A ricoprimento aperto di M
= JA = {\, }n>1 partizione dell’unita diff. subord. ad A
(cioe t.c. Ay, : M — R funzione diff. per ogni n > 1)

Dim. si puo assumere A = {(A4,,¥n)}n>1 atlante speciale
t.c. B={B, = ¢, (B(0,1))} ricoprimento di M
e/t >0
a: R — R definita ot { F< 0
~ B : R — R definita 6(t) = a(t —1)
v: R — R definita y(t) = a(2 —t)
~ 0 : R— R definita 6(t) = v(¢t)/(B(t) + (1))
~ n: R™ — R definita n(z) = 6(||=(])
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n(en(p)) p € An
0 p & Ay

~ A(p) = m(p), M) =nu(p) (1 — Zicni(p))

Teorema di approssimazione differenziabile

~ Ny M — R definita n,(p) = {

f: M — N applicazione continua tra varieta diff.
C' C M chiuso, € : M — |0, +00[ continua
= dg: M — N applicazione continua
t.c. 1) gic = fic e gm—c differenziabile,
2) d(g(p), f(p)) <e(p) Vp € M (g e-appross. di f)
3) g~ f (IH : g ~ f e-omotopia cioe tale che
d(he(p), f(p)) <e(p) Vt € [0,1],Vp e M)

Inoltre, f diff. in (ogni punto di) C' = esiste tale g diff. (in M)

Dim. basta considerare il caso C = e N = R"

(M' =M —C, € (p) = min(e(p),e” /4P,

B = {(Bk, V) }r>1 atlante speciale localmente finito di N

~ g : M — N continua diff. in gk,_l(Bl U...UBy)

tale che go = f € gr ~. ok gr—1 VEk > 1,

mduz. su k con M’ = gk__11(Bk), f" = ogp_1, N = R",
e'(p) tale che d(vx(p),vx(q)) <€'(p) = d(p,q) <e(p)/2"

~ g=limggr: M — N)

A = {Ar} ricoprim. ap. di M t.c. diam f(Ax) < inf,c4, €(p)

~ A = { At} partizione dell’unita diff. subordinata ad A

~ g(p) = Zk>1A6(p) f(pr) con py € Ay

Nota: per dim. m < 3 ogni omeo st puo approssimare con diffeo
~> ogni m-varieta con m < 3 ha un’unica struttura diff.

a meno di diffeo (classif. diff. = classif. top.)

Teorema di yimmersione differenziabile

M m-varieta diff. compatta (vale per ogni varieta diff.)
= dM — R"™ ymmersione diff. regolare con n > m
(M diffeomorfa a i(M) C R™ m-sottovarieta diff.)
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Dim. p: R™ — R, p(z) =1 —n(x)
p:R™ — R™, p(x)=p(z) =
0 :S™ = S™ a(py) =py e a(p) =y (p(e2(p))) VD # pa
= o differenziabile, o(ST") = p1, o regolare in S™ — ST
(A, @) carta differenziabile speciale di M
~ @t M — S™ 2 R™ diff. t.c. Pla=0°p, (M —A) =00

@ regolare in B = ¢~ 1(B(0,1)) c M
A={(A1,01),...,(Ar, k) } atlante speciale
t.c. B={B; = ; "(B(0,1))}i=1... Ticopr. ap. di M
~ Pp X X Pt M — 8™ x . x 8™ C RimTLk
mimmersitone differenziabile regolare

Nota: st puo ridurre n = (k+ 1)m fino a 2m + 1, proiettando
opportunamente M C R™ in R*™*! C R™, e poi fino a 2m
con tecniche piu sofisticate (teorema di Whitney)

Teorema dell’intorno tubolare
M m-varieta diff., N C M n-sottovarieta diff. chiusa
= 4T C M wntorno aperto di N, dr : T — N retrazione diff.
t.e. VpeN 3 (Ta,pa) carta diff. di M adattata a N
con A C N intorno aperto di p, Ty =r *(A) C M

0aA(Ta) = pa(A) X R™™" e paeorp, = Topa

Dim. Caso speciale: M = R™

peN ~ B, C TpNL mtorno aperto di p tale che

Ve e By, I'p, € N con d(z,p,;) minima

(N e localmente grafico di una funz. diff.)
T = UpenDBp, r: T'— N retrazione diff. definita r(x) = p,
(x,ps) CT Vz €T = r~(p) = R"™™ (ap. stellato in T,N»1)
Caso generale: M C R* (teorema di immersione diff.)
pEN ~ B C T,N+ C T,M (come mnel caso speciale)
~ T" C UpenB,, C Ty con Tyy int. tub. di M in Rt
~ T = ?“M<T/) CM




