Geometria superiore Varieta riemanniane /1

M = (M,S) m-varieta differenziabile
g = {gp prodotto scalare su T, M },cpr metrica riemanniana su M

PLEN gp “varia in modo diffenziabile” rispetto al punto p € M

— g(V,W):p— g,(V(p), W(p)) funzione diff. VV,W € VM

<= in coordinate locali (z!,...,2™) si ha g = D i Gij dz'® dx’
con g;; funzione differenziabile per ogni 4,5 =1,...,m

Note: 1) G = (gi;)i,; matrice di g rispetto a (9/dx',... 0/0z™)
G~! = (¢g");; matrice inversa (entrambe simmetriche)
2) BM = UpepBILT,M (m + m?)-varieta differenziabile
((A, o) €S carta di M con coord. (x!,...,2™) ~»
(BA, By) carta di BM con coord. (z', ..., 2™ (gi;)i;))
g: M — BM appl. diff. t.c. g(p) =9, € BUT,M Vpe M
3) g « {|l - ||, norma su T, M },enm
o ds* = {ds; = || - ||; forma quadr. associata a gp}pens
C elemento di lunghezza quadrato

(quadrato di ds f.d.l. solo se m = 1)
ds* = Z” gijdz'dz? in coord.locali (z',... z™)

= (M,g) = (M,g") = M, = M
metrica ritemann. su M var. daff.
Esempi: 1) R™ = (R™,ds* = Y_,(dz")*) spazio _euclideo (g;; = di;)
(per m = 2 in coordinate polari si ha dp* + p*di*)
2) S™ C R™ con la metrica indotta da R™*!
(per m = 2 in coordinate stereografiche polari
si ha ds* = 4/ (1 + p*)*(dp* + p*diI*)
per ogni m > 2 in coordinate stereografiche
siha ds? = 4/(1 + [2]]2)2 3, (da)?)
3) H™ = (Int R, ds* = 1/(2™)* >, (dz")*)
[ spazio iperbolico (semispazio di Poincaré)
D™ = (Int B™ C R™,ds* = 4/(1 — ||=[*)* 32;(dz")*)
= Q™ C R (spazio di Minkowski) in coord. ster.

spazio iperbolico (disco di Poincaré)

vartetd riemanniana
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(per m = 2 in coordinate complesse
z=x+1y su H* e w= (2—1)/(z+14) su D* si ha
dsi, = —4/(z — 2)*dzdz e ds3), = /(1 — ww)*dwdw)
L) T™ = (T™, 3, (d9")*) toro piatto (localmente euclideo)
5) My = (My,91), My = (M, g2) varieta riemanniane
~ My X My = (My x My, g = g1 ® gy <~ ds* = ds} + ds3)
prodotto ritemanniano

M = (M, g) varieta riemanniana, N C M sottovarieta diff.
o gIN = {gp|TpN}p€N metrica memanniana su NV

(N,g") c (M, g™) sottovarieta rienniana PLEN gV = 9M|N

Esempi: 1) M C R™ sottovar. diff. con la metrica indotta da R"™
2) H™, D™ C R™ non sono sottovarieta riemanniane

Prop. M varieta diff. = 34 ¢ metrica riemanniana su M

Dim. A = {(A4n,on)}n>1 C Sy atlante differenziabile di M
{fn}n>1 partizione dell’unita subordinata ad A
> g (0. w) { fn(z) >, v'w" se v,w € T,M con p € A,
0 se v,w € T,M conp¢&A,
famiglie diff. di forme bilineari simm. t.c. g,(v,v) > 0
~g=2 9 (V#0=g(v,v) =3, gn(v,v) >0)

Note: 1) g = {gp}persr metrica riemanniana su M
~ TpM — T7M dualita euclidea per ogni p € M
definita v = v' t.c. v (w) = gp(v,w) Yw € T,M
0 0

' d. locali v = > v'—,w=> w —
2) in coord. locali v Zlvﬁx“w YW 57

= v (w) = g(v,w) = D i gijv'w! = vl = D vad:L'j

{va =>. gi;v" abbassamento degli indici
com
1

(%

=> ; q¥ va mnalzamento degli indict
3) (p,v) < (p,v") ~ TM =T*M diffeomorfismo canonico
VM «— LM (dualita riemanniana)
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4) df R VfeVM campo gradiente di f € C°(M)

0 f i OF 0
in coord. locali df = Z dxj ~ Vf=>, i 9 ]@axz

o i.(‘?f 0 df 0
n R Slhavfzzﬁjéjﬁaxi:Ziﬁxiaxi

Prop. (M, g) m-varieta riemanniana orientata
A w, € DM forma _di volume riemanniana
t.c. (wg)p(vi,...,vm) =1 per ogni base ortonormale positiva
(V1,...,0m) di T,M e ogni p € M

Um) = 1 per una base ortonorm. pos. di T, M

Dim. (wg)p(v1,---,
Um) = 1 per ogni base ortonorm. pos. di T, M

= (wg)p(v1, ...,
w e D™M forma di volume positiva (rispetto all’orientazione)

~ (Wg)p = wp/wp(V1,...,0,) univoc. determ. per ogni p € M

Note: 1) (x!,...,2™) coordinate locali per (M, g)
~ (0/0z,...,0/02™) campo di riferimenti coord.
~ (Fi,...,Fy) campo di rif. ortonorm. (Gram-Schmidt)

~ M = (m! = dai (F; ))i.; matrice di cambiamento di base

= M*GM = I matrice della metrica rispetto (Fi,..., Fy)
det G = 1/det M (funzione diff. densita di volume)

de'n ... adx™(Fy,...,F,,) = det M

= Wy = Vdet Gdzta ... Adz™

2) (M,g) ~ misura in ogni dimensione n < m
t.c. mis(C) = [, wy, per ogni C C N C M
compatto ammis. in. N n-sottovar. diff. div M
(per esempio lunghezza di curve, area di superfici,
volume di regioni nello spazio euclideo R?)
3) C C (M,g) curva diff., v : I — C param. regolare
~ a:J — C param. naturale, s = parametro naturale

wgic = Vdet Godt = Vg1 dt = |7/ (t)]| dt = ds
~7 dS( ) — dS( 18/65) =o' = :|:Hng|c ~ ds® = H :

Lung(C) = [; I/ (t)|lqdt = [, Vdet Gicdt = [, ds

I3
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(M, g) varieta riemanniana connessa
~ dg(p, q) oo inf{Lung(C) |C arco diff. (reg. a tratti) tra p e q}
distanza geodetica indotta da g

def

Note: 1) C = Cy U...UCC} tratti reg. = Lung(C) > Lung(C})
2) C' puo avere autointersez. eliminabili riducendo la lung.

Prop. (M, g) varieta riemanniana connessa,
= dg, metrica che genera la topologia div M

Dim. d, metrica (dy(p,q) > 0, dy(p,p) = 0, stimm. e triang. banali

dy(p,q) > 0 se p # q deriva dal seguito)
(A, ) carta speciale centrata in p € M
~ {A, = o 1(B(0,7)) }o<r<i base di intorni di p in M
{=min{spG,|q€ ClLA}'/? k =max{spG,|qc ClA}/?
= L|v]leva < [vllg < k[v]leva Vv € TyM Vg € Ay
= ¢ Lungeyi(C) < Lungy (C) < kLunge,a(C) VC C Ay
= A, C Bg,(p,kr) Vr <1, By, (p,fr) C A, Vr <min{l,1/¢}
= V0 <e<min{l,1/f} 36 =Le>0t.c. Bg,(p,d) C A
V0 <e<min{l,k} 30 =¢/k>0t.c. As C Bg,(p,¢)
f:(M,g™) — (N,g") applicazione diff. tra varietd riemanniane
appl. isometrica <=2 gV (T f (0), Tp f(w)) = g™(v,w) Yv,w € T,M
Ty = el Yoe T
appl. simile <= Js > 0 (fattore di similitudine) tale che
gV (T f (0), Ty f (w)) = s*g™(v,w) Yv,w € T,M
<=5 >0 t.c. [[Tpf(v)| g~ =s|v|mn YveT,M
appl. conforme & ds(p) > 0 (funzione diff.) tale che
gV (T f (0), Ty f(w)) = s(p)*gM(v,w) Yv,w € T,M
= 3s(p) > 0 tec. [T (0) g = 5(p) ollgus Vo € T, M

Note: 1) f: M — N applicazione isom./simile/conf.
& fr(dsy) = dsj,/s*dsy,/s(p)°dsyy
2) f appl.isom. = f appl. simile = f appl. conf.
= kerT,f =0Vpe M = f regolare con m <n
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3) appl. isom. /simili/conf. chiuse per composizione
4) N C M sottovar. riemann. < i : N — M isometrica
(¢ : H™ D™ — R™ mon isometriche ma conformi
i: T™ — R™L (toro di rotaz.) imm.reg. non conforme)
5) f: M — N applicazione isometrica
= Lung,~(f(C)) = Lung,m(C) per ogni curva C' C M
# dyn(f(p), f(q)) = dgu(p,q) (esempio S™ C R™H1)
6) f: M — N appl. conforme < f conserva gli angoli

fio(M,gM) — (N,g") appl. diff. tra varietd riemanniane
isometria (locale) & diffeo (locale) isometrico

similitudine (locale) & diffeo (locale) simile

conformita (locale) & diffeo (locale) conforme

Note: 1) f isomet. (loc.) = f simil. (loc.) = f conform. (loc.)
2) isomet. /simil. /conform. chiuse per compos. e invers.

)
)f M—>N"Lsometma:>d ~(f(p), flq)) = dym(p,q)
4) ¢
5)

o

—{p12} — R™ non isometrie ma conformita
f M’ — M rivest. diff. di M = (M, g) varieta riemann.
A g =g (Tf xTf) metrica riemanniana su M’
tale che f: (M’ ¢") — (M, g) isometria locale

M = (M, g) varieta riemanniana
id {f: M — M| f isometria}, o)
N A gruppo delle isometrie di M
Sim M =2 {f: M — M| f similitudine} , )
N A gruppo_delle stmilitudini diy M
Conf M d {f: M — M| f conformita}, o)
gruppo delle conformita di M

~~ Isom M

Note: 1) Isom R™ coincide con il gruppo delle isometrie euclidee
2) H C Isom M propr. disc. su M = (M, g) varieta riemann.
AN g =go((Tr) tx (Tw)™) metrica riem. su M’ = M/H
tale che m: (M,g) — (M’,g") isometria locale
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3) m: R™ — T™ = R™/Z™ ~» metrica piatta su T™
) m: 8™ — P = S™ /7y ~ metrica sferica su P™

5) m: D* — T, ~ metrica iperbolica su T, per ogni g > 1

M = (M, g) varieta riemanniana orientata
def

~~ [som™ M Isom M N Diffeo™ M _ o
Sim* M 24 Qi M A Diffeo* M %Som./smmml./con;’form.
Conf* M def Conf M 1 Diffeo* M che conservano l’orient.

M = (M, g) varieta riemanniana connessa
omogenea. PLEN Vp,ge M 3 f €lsomM t.c. f(p) =q¢q
(Isom M agisce transitivamente su M)
loc. omogenea PN Vp,ge M 3 f: A— B isometria t.c. f(p) =gq
con AC M wmt.ap.di p e BC M int.ap. d1 q

Note: 1) M omogenea <= loc. omogenea (es. B(0,1) C R™)
2) omogeneita (locale) invariante per isometrie (locali)

Esempi: 1) R™ omogeneo (Tra R™ C Isom R™ ~» azione transitiva)
2) T™ omogeneo (I’azione passa al quoziente R™ /Z™)

o

) 8™ omogeneo (Isom S™ <« O(m + 1) ~ azione trans.)

4) P™ omogeneo (l’azione passa al quoziente S™ /Z,)

5) H™ D™ omogenei (Tra R™ !X idg, Simgj R™ C Isom H™
~ azione transitiva su H™ = D™)

6) T, loc. omogeneo per ogni g > 1 (loc. isometrico a D?)

Derwata covariante

Prop. (M, g) varieta riemanniana
ANV VM x VM — VM (connessione di Levi-Civita)

(V,W) — VyW derivata covariante di W risp. a V
t.c. 1) VyW C°°(M)-lineare rispetto a V
2) VyW R-lineare rispetto a W

3) Vy (fW) = (VAW 4+ fVyW YV,IWe VM, fc C®(M)

L) VyW =V V = [V W] VV,We VM

5) Ug(V,W) = g(VuV, W) 4+ g(V,.VugW) YU, V,IWe VM
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Dim. Unicita
Ug(V,W) =g(VuV.W) + g(V,VuW)
VgW,U) = g(VyW,U) + g(W,VyU)
Wg(U,V) =g(VwU, V) +g(U VwV)
= 29(U,VyW) = Vg(UW)+Wg(U,V)—-Ug(V,W)
+g(V, [UW]) + g(W, [U,V]) + g(U, [V,W])
= Vi W univoc. determ. da (Vy W) (U) = g(U,VyW)
Esistenza
2)\V,VV(U) — Vg(Uv W) + Wg(U7 V) o Ug(V7 W)
+g(V, [UW]) +g(W, [U,V]) + g(U, [V,W]))
C>°(M)-lineare rispetto a U ¢ V (ma non W)
~ Ay € LM ~ VyW € VM tale che (VyW)' = Ay w
V cost definita soddisfa le proprieta 1,...,5
(1 o 2 Ayw (U) C°°(M)-lineare di rispetto a V
2 o 2 \yw (U) R-lineare di rispetto a W
3« 2w (U) =2fAvw (U) +2(Vf)g(U, W)
hoeo 20y w (U) = 22w, v (U) = 29(U, [V, W])
D o QAUjv(W) + 2)\[]71/[/(‘/) = QUg(V,W))

VUV, W e VM

Prop. f: (M, gM) — (N,g") appl. diff. tra varietd riemann.
f similitudine = f,(VMW) = Vﬁ(V)f*(W) VYV, W e VM
f simil. locale = f*(VEW) = V}f(v)f*(W) VV,W € VN

lo stesso vale in particolare per le isometrie (locali)

Dim. equazione che definisce V e lineare omogenea nelle g(-, )

quindi resta invariata se si moltiplica ogni g(-,-) per s*

Note: 1) (Fi,..., Fy) riferim. locale, V =3 v'F;, W = D wI F
= VyW = Zj VV(ijj> = Zj(V’wj)Fj + Zj ’ijVFj
deriv. vett. (dip. dal riferim.)
= Zi,j ?}i(Fz”wj)Fj + Zi,j injVFiFj

(dipende solo dal riferim.)

~ Iy = Ve Fj =30, T5 F
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Ik = Fp(Ty)
kar FT(F )
Lijk =21 gkhf?j con ggn = g(Fl, Fh)
Ffj =>. g*"Tiin con (gF") n matrice inversa
Uik = (Figik + Fjgik — Fr9ij
+ g(F5, [Fi, Fy]) + g(Fj, [Fr, Fi]) + g(F, [Fi, Fy]) /2

} stmboli di Christoffel di I e II specie

2) (x17 7xm) COOT.dJ ]JOC(],L'L V Z 'U _a W Z w'] aij
Ow* . o
.
= VyW = Zk(Zvaﬁzmr Uw)aa:k

9gjn | O0gin  0gij
Fl'c,:_ kh( il ih _ w)
Vo2 2n9 or' Oz Oah
Iy =T% e Tij = Ljir Vi,7,k
(Fij — sz' = [8/8$Z,8/3x9] =0 \V/Z,])
Esempi: 1) ¢gij = 6;5 = I'ijr =0 Vi, 5,k (V = deriv. vett. in R™)
2) gi; = s(x)*d;; (metrica conformemente piatta)

(Tijr =0 (T} =0
0s 1 Os
= { ik = —s7—= = < FZ- =~
ox 5 Sﬁxl 9
S S

ox? N w5 Oxt

(dove 1,7, k sono tutti distinti)

Note: 1) (VyW), dipende solo da V, e W in un intorno di p € M
~ V,W ben defintta Vv € T,M VW loc. def. int. a p € M
2) v=[y] = V,W dipende solo da W lungo v: I — M
~ VW ben def. VW = (t +— Wyu) € T )M C TM)cr diff.

campo di vettori lungo v

5’
W — Jj_—
0

= V,W=>, (dw Zw I’kv w?) e

in coord. locali, v =+/(0) = . v
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3) NC M = (M,g) sottovarieta diff.
veIT,N ~ V,W

et WW} YW = (pr W, € T,M © TM),en diff.

C campo da vettori lungo N

Prop. (N,g") c (M, g™) sottovarietd riemanniana

VIW = aV¥W VV,W € VN

VW = 7,(VMW) YvoeT,N VW € VN

con m, : I,M — T, N proiezione ortogonale e m = U, N,
Dim. VM : VN x VN — VN soddisfa le proprieta caratt. di VV

1 e 2) seqguono dalla linearita di m,

3) aVy (fW) =a((V/)W + fVYW) = (V)W + frVW)

L) aVHEW — oV = n(VYEW — VEV) = 7[V,W] = [V, W]

) 9(xVGV, W) + g(V.aVEW) = g(VFV, W) + g(V, Vi W)

M = (M, g) varieta riemanniana
C C M curva regolare, v : I — M param. regolare di C

V' campo di vettori lungo C

parallelo (lungo C') VLN VoV =0Vtel

Note: 1) la definizione non dipende dalla param. (né dall’orient.)
2) in coordinate localt :
S A A
’ vodt 0xt ‘o Oxt
dv* . dx’

V parallelo < = — i Ty, o

v, k=1,....m

Prop. (M, g) varieta riem., C C M arco di curva regolare tra p e g
veT,M ~ Vo unico campo p(LT'(Lllelo lungo C t.c. Va(p) = v
~o 78 ToM — TyM definita 757, (v) = Vel(q) Yve T,M

C t”rasporto parallelo da p a q hmgo C

Dim. Vo unica soluzione globale del problema di Cauchy locale

dv¥ cl:cZ .
T vl ok — =1....
dt Z i, 7,3 dt ; U (O) U ) k ) y T

Note: 1) qu applicazione lineare ben definita
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2) 75, isom. euclidea (g(Ve, We) = g(v,w) cost. lungo C)

3) R™ (metrica euclidea) = TC = traslazione (indip. da C)
PCP idTpM
W (t) — W (0)

t

k) in generale 7, ;é 3 ) equwalentemente

("0 t)
5) v =[y] = V, W = lim;_g ——

Geodetiche

(M, g) varieta riemanniana

v : I — M applicazione diff. con I C R

parametrizzazione geodetica LN sz(tw’ =0 Vtel

Note: 1) v param. geod. = ||7/(¢)|| cost. = ~ costante o regolare
2) v regolare = immers. locale (# immers. glob. o period.)
3) v:I— M param. geodetica, k # 0
= 0 :I/k — M definita §(t) = ~v(kt) param. geodetica

dz' 0
j dinate locali, () = z(t), ¥'(t) = X, -
4) in coordinate loca m,gvi ) =xz(t), (1) i dt Ozt
d?x d:c dx?
v param. geod. < T = —> Ty I dr y k=1,...,m

T equazione delle geodetiche
C' C M “curva” geodetica in (M,g)
A ¢ ammette param. geodetica (v param. geod. t.c. C' = ~([))

<= ogni param. di C' a velocita costante e una param. geodetica
<= ogni param. naturale di C' € una param. geodetica

Nota: v : I — M parametrizzazione geodetica
< C =~(I) C M geodica e ||7'(t)]| costante

Prop. f: (M, g™) — (N,g") isometria/similitudine (locale)
~v: I — M param. geod. < fovy: I — N param. geod.
C' C M geodetica < f(C) C N geodetica

Dim. seque dall’invarianza di V per stmilitudini localy

Prop. (M, g) varieta riemanniana, p € M, v € T,M
ANy, : I, = M param. geodetica massimale t.c. v = [v,]
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Dim. 7, unica soluzione globale del problema di Cauchy locale

dgxk_ Z d:L' dz?
dt> Zl I dt dt k=1,....m
o 0) = 7, 2 (0) = ot

Note: 1) v € T,M ~ C, = v,(I,) geodetica massimale
2) f)/k;v(t) — ’Yv(kt) € Ikv — Iv/k VkeR
omogeneita delle geodetiche
3) Cry = C, YE # 0 (per ogni punto e direzione esiste
unica “curva” geodetica massimale)

Prop. f: (M,g™) — (N,g") isometria/similitudine (locale)
if°’7/v—’YTf f( ):CTpf(U)\V/UETpM

Dim. seque dalla prop. precedente e dalle mote

Nota: (N,g") c (M, gM) sottovarieta riemann.
v: I — N C M geodetica in M <= ~ geodetica in N
(i : N — M appl.isom. non basta se dim N < dim M)

p€e M ~ e, : D, — M applicazione esponenziale di (M,g) in p
definita e,(v) = v,(1) Yv € D, C T,M int. aperto di 0

Note: 1) Tyep Zidg,n : Ty (T,M) ZT,M — T,M = e, regolare in 0
(Toep(v) = Toey ([t — to]) = [t — ep(t0) = 70 ()] =[] = v)
2) ep:Dp N (v) — C, C M appl.isom. (e, radialmente isom.)
(v e T,M versore ~ t — tv param. naturale di (v)

t— ey (tv) = v, () param. nat. di Cy)
3) e, tsometria locale < M localmente euclidea intorno a p

L) f (M, gM) — (N, g") isometria/similitudine (locale)
p € M ~ diag. comm. (prop.preced. = foe, = espyeTpf))

T,
D, Lfl’ Df(p)
epl Jef(p)
J
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pEM ~ e, >0t.c. eppoe,) : B(0,ep) = Ap = €,(B(0,6p)) diffeo
~ (A, pp) cON ©p = €pp0,e,) : Ap — B(0,e,) C T,M = R™
carta locale con coordinate normaly

(indotte da un rif. ortonorm. di T, M)

Prop. f: (M,g™) — (N,g") isom./simil. (locale), p € M connessa
f € univoc. determ. da g = f(p) € N e Tpf : T;M — TzN
Dim. fi, fo : M — N simil. locali t.c. f1 (D) = fo(p) e Tpf1 = T fo
E={peM]|fi(p) = folp) e Tf1 =Tpfo} # @ (P € E)
E chiuso (insieme di coincidenza di funzioni continue)
E aperto (pe £ = A, N Tpff,ﬁzl (wa(p)) C F)
= E=M= fi =/
M = (M, g) varieta riemanniana connessa
peM ~ Isom, M ={f € IsomM | f(p) =p} C IsomM
sottogruppo di isotropia di p
Note: 1) Isom, M — IsomgT,M = O(m)
(prop. precedente = f +— T}, f monomorfismo)

2) M orient. ~ Isom;M = Isom, M NIsom™ M
Isom) M — Isomg T,M = SO (m)

M = (M, g) varieta riemanniana connessa
isotropa in p PLEN Vo,we T,M 3 f e€lsom, M t.c. T,f(v) T w
(Isom, M agisce trans. sui versori di T, M)
loc. 1sotropa in p JLEN Vo,weT,M 3f: A— B isometria tra
int. aperti di p t.c. f(p) =peT,f(v) Tw
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(localmente) isotropa PLEN (localmente) isotropa in ogni p € M

Note: 1) M isotropa <= localmente isotropa (es. B(0,1) C R™)
2) isotropia (locale) invariante per isometrie (locali)
3) M (localmente) omogenea
(localmente) isotropa in p = (localmente) isotropa

Prop. M = (M, g) varieta riemanniana connessa
(localmente) isotropa <= (localmente) omogenea

Dim. =) Vp,q € M 3C C M arco geodetico a tratti tra p e ¢
(p~qse3dC ~ A, C[p] Vpe M = relaz. d’equiv. aperta)
= basta provare che per ogni C arco geod. tra p e q

esiste h isometria (locale) tale che h(p) = ¢
M isotropa ~ 7y, : I — M param. geodetica di C
tale che p =7, (—1) e ¢ =7 (?)
~ h € lIsom, oM t.c. T, o)h(v) = —v
= h(p) — h(’Y’U(_t)) — fy—v(_t) — ’Vv(t) =dq
M loc. isotropa ~ st puo porre A = B =e,(B(0,p,))
con p — p, funzione continua
~ C=C;U...UC, suddiv. di C t.c.
Lung(C;) = Lung(C)/n < minyec pp
~> h = hye...ohy con ogni h; definito

come sopra su C; (invece che su C)

<) St x R & omogenea ma non isotropa
S? x R & omogenea ma non localmente isotropa

Esempi: 1) R™ isotropo, T localmente isotropo per ogni m > 1
(Isom, R™ = O(m) ~ azione trans. sui rif. ortonorm.)
2) 8™ P™ isotropi per ogni m > 1
(Isom, S™ = O(m) ~ azione trans. sui rif. ortonorm.)
3) H™,D™ isotropi per ogni m > 1, T, localmente isotropi
(Isom R™1 x {idg1}, invers. sferiche C Isom H™
~ azione trans. sui versori ~ sui riferim. ortonorm.)
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Prop. M = (M, g) varieta riemanniana, H C Isom M sottogruppo
N comp. connessa di Fix H == {peM|h(p) =pVheH}
= NN sottovar. riemann. chiusa di M totalmente geodetica

t.c. 1) TN = Fix TH)y == {v € TM|Th(v) = v Vh € H}y
2) VAW = VMW Yo eT,NVpe NVW € VN
3) N =M e CN =CM YoveT,NVpeN

Dum. pe N ~ F, =FuwTHNIT,M CT,M sottospazio vett.
= A, NN = ¢, ' (B(0,e,) N )
(¢ € ApNN < ep(Tph(pp(q))) =h(q) =qVhe H
& Tph(ep(q)) = ¢p(q) YVhe H
& pp(q) € B(0,e,) N FY)
= N C M sottovar. diff. ~ sottovar. riemanniana

(dim N localmente costante = costante in V)
TN CFwTHy WeTN = v=[y] conyCN =
Th(v) =[hery]=[y]=vVheH)
FixTHy CTN (vEFi:I;THW = Th(v) =vVhe H =
hoyM =M VheH=~+"CcN=veTN)
veET,N,W € VN = T,h(VMW)=VMW Vhe H
= VMW e FiwTH y =TN
VNW_WP(VMW) VM
vE€T,N = hoyM _VTh() MvheH
=AM N =AM =N = CM =CN

Note: 1) la prop. vale anche per h € Isom M ~» Fixh = Fix (h)
2) N C M sottovar. chiusa connessa totalmente geodetica
= N massimale uniwvoc. determinata da TN con p € N
3) N =n;N; C M sottovarieta riemanniane
N; C M tot. geod. (2 e 3 mella prop.) = N tot. geod.
(YMc N, =~y c N, VMW € T,N; = VMW € T,N)
L) f: M — N isometria/similitudine (locale) =
sottovar. tot. geod. di M «- sottovar. tot. geod. di N
5) C' C M curva totalmente geodetica < C' geodetica di M
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Esempi: 1) R™ ~» sottovar. tot. geod. massimali = sottosp. affini
~» geodetiche massimali = rette
(L C R™ sottosp. aff. ~ o € Isom R™ t.c. L = Fixoy)
2) §™ ~» sottovar. tot. geod. massimali = S™ N L
con L C R™*! sottospazio vettoriale
~» geodetiche masstmalt = circonf. massime
(S™NL=Fixopgm con opjgm € IsomS™)
3) H™ ~» sottovar. tot. geod. massimali
= semispazi e semisfere L R™™! (verticali)
~» geod. mass. = semirette e semicirc. L R™~!
(L Cc R™ 1 sottosp. aff. = L x H' = Fix(or x idg)
S C H™ (m—1)-sfera = S = Fix(og = inver. sferica))

Rm—l

4) D™ ~» sottovar. tot. geod. massimali
= dischi e calotte sferiche L S™~1
~ geod. mass. = diametri e archi di circ. 1L S™~1

(L C R™ sottosp. vett. = D™ NL = Fixor pm)

Lemma di Gauss
(Ap, pp) carta locale con coordinate mormali (', ..., z™)

e coordinate mormali sferiche associate (p, 9, ..., 9" 1)
:>gp19i(/071917-"719m_1) =0Vp>0Vi=1,....m—1

Dim. Prima implicazione :
T ' vha I'y), =0,9,, =1 e — = § —CEZ

er ognt T st ha e : .

p g pp » Ypp 9, i Ol
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per ogni x = (0,...,0,2™) conax™ >0ei=1,...,m—1
st ha Iy, =1T,, =0 = I'iypps = 0
o =0 = (Va5 ap) =0
: k
> Zyus(Va 5 gur) =0
= Zﬂ”((@iixfj)ai;*iF?j’%aim) =0
x 0

limxmﬁogim =0=c=0=¢g;m =20
Seconda vmplicazione
seque dall’arbitrarieta del riferimento ortonormale in 1T, M
e da /09" = p 9/0x" nei punti (0,...,0,2™) con 2™ > 0

Prop. (M, g) varieta riemanniana, p € M
~ A, =¢€,(B(0,ep)) C M intorno aperto di p in M t.c.
Vqge A, 31Cpy C M tra p e g t.c. Lung(Cpy) = dy(p,q)
inoltre Cpy unico arco geod. tra p e g in A,
~ B, =¢,(B(0,6,)) C A, = intorno aperto di p in M t.c.
Vq,¢ € By 3'Cyy C M tra g e ¢ t.c. Lung(Cyy) = dy(q,q")
inoltre Cyyr unico arco geod. tra g e ¢" in A,

Dim. ge A, = qg=-¢e,(v) con v € B(0,¢,)
~ Cpq = 71 ([0,1]) arco geodetico da p a q
tale che Lung(Chy) = ||v|| = p(q) < &p
v : la,b] = C C A, arco regolare (a tratti) da p a g

= Lung(C) = [ v/ (0)lldt = [} v/[v5(0)7 + [ (1)l
>f!p )ldt > [ o (t)dt = p(b) — p(a) = p(q)
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0

inoltre vale Vuguaglionza < 5 (1)

& C = Cyy

e p'(t) >0Vtela,b
e p(t) monotona

v :la,b] = C" ¢ A, arco reg. (a tratti) = Lung(C’) > ¢,

st puo assumere che la funzione p — €, sta continua

= 30, < ep/h t.c. g4 > €,/2 per ogni ¢ € By, = €,(B(0,0,))

Vq,q" € By st ha dy(q,q") <dy(q,p) +dy(p,q) <ep/2 < g
= ¢ € Ag ~ Cyy Ceq(B(0,,/2)) C A

Nota: B, = By (p,d,) C Ay, = By (p,ep) VD E M

Corol. f: (M,gM) — (N,g") diffeo tra varietd riemann. connesse

isom. riemann. < isom. tra spazi metrici (M,d,m) e (N,d,~)

Dim. =) gia visto (f conserva le lunghezze delle curve)
s)veTl,M,w=T,f(v) e TyN con g = f(p),0<t<e,/||v|
= [[oll = Lung(7([0,1]))/t = dgn(p, 1 (1)) /1
= dgn(q, [(70(t)))/t < Lung(f (7 ([0,t]))) /1
= [Jwl| = limg_o Lung(f (7 ([0,])))/t = |[v]] < [Jw]

stesso ragionamento su f~!1 = |w| < ||v|| = ||w] = ||v]

Corol. (M, g) varieta riemann., C' C M curva regolare (a tratti)
C' geodetica < minimizza localmente la lunghezza

(Vpe C 3C,y CCtic. peIntCyy e Lung(Cyy) = dy(q,q"))
Dim. pe C ~ C" C CN B, arco di estremi g e ¢ t.c. p € IntC’
C’ arco geod. & C' = Cyy & Lung(C’) =dy(q,q")
C' geodetica < C' loc. geodetica < C loc. lunghezza minima
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Note: 1) v : [a,b] — C param. di C C (A, p) arco tra q e ¢’

in coordinate locali v(t) = x(t) = (x'(t),...,2™(t))
C ha lunghezza mininima tra gli archi tra ¢ e ¢" in A
b b
& f2 Nl (0) gyt < J2 12" (2) + () Lagey ooy
Vo :[a,b] — R™ diff. suff. piccola t.c. §(a) =3(b) =0

d b
= 2 @) + 58 Ol st | =0 V0

in generale, data ¢ : TA — R (funzione lagrangiana),

in coordinate locali (z,v) — £(x,v), trovare C tra q e ¢

t.c. f;ﬁ(x(t),x’(t))dt minimo (curva di minima azione)
b
= — [ L(x(t) +s6(t), 2'(t) + s (1)) dt

=0 Vo
s=0

& | —l(x(t) +sd(t), 2'(t) +s6'(t))

dt =0 Vo

s=0

& Z/ (%(x(t),x’(t))é’f(t)Jr%(x(t),az’(t))é’f’(t))dt =0
k

b
o 2 [ (5 0. ®) = Gz a0 2'(0) " 03t =

b( or d or

w(w(t),a?’(t))—aw( z(t), ml(t)))5k(t)dt =0 Vk

d o o , B

- equazione di Eulero-Lagrange
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3) nel nostro caso {(x, v)

d

vl = VEij gij(x)v'v?
1 0g;; dx* dx’

dt [t >uz o

- k
QHx’(t)H 2 oxk dt dt v

dg;j dx* dx?

w1
LS vk '(#)]| cost.
ot I 22 gkt di se ()] cos

L equazione delle geodetiche

d*x’ 0g; dx? da’ 1 09i; dz® dx?
(Z Gikqm T2 Per @t @t 22 Dak df i )
4) lo stessa equaz. si ottiene con £(x,v) = ||v||3 = ds*(z,v)
senza assumere |[z/(t)|| costante (segue dall’equazione)
d Ods* dds*
@O0 w(0). 2 (1) = 5 (a(1). 2/ (1)) k=1,
Esempi: 1) R™ ~ ds*(xz(t),v(t)) = 32, (v'(1))
d / da” dx*
— ) =0 — = =cpt +di VEk
~a) =0 G maed—atid

= geodetiche = rette param. a velocita costante

2) ds* = s(x)*ds?,, (metrica conformemente piatta)

Mdﬁ(uywwy_ﬂﬂwﬁzxﬂwﬁ

d dzk 2
o (2 W) stz (%)
d*xF dz’ s dx* dxF
= — — : vV k
dt? Z (&Uk( dt ) oxt dt dt )
3) s(x) dipendente solo da ™
d*xF 2 s dxF dx™ L~
= m
- dt? s Ox™ dt dt
d?x™ 1 Os 5. dx®\2
dt> s 9x™ 2.i(—1) (E)
L) H™ ~ s(x) =1/x™
d*axk 2 dxk dze™ L <
= m
- dt? x™ dt dt
d?x™ 1 dx™ \? dzt\2 dzr™—1\2
dt> _a:m<< dt )_(E>_ _( dt ) )
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5) s(z) dipendente solo da p* = 9s/dx" = 2x'ds/dp*

d*zF 2 ds L [ dx"\? dx dxF
=——>. —2r'——) VEk

> s dp? (” <dt> U dt)

6) S™, D™ ~ s(p*) = 2/(1 £ p*)

d*axF 2 L drt\2 dxt dxF
- | " —) vk
e $1j:p221(le (dt> Yt di

(M, g) varieta riemann. geodeticamente completa

& ogni geodetica st puo prolungare all’infintto nei due versi
<~ I, =R Vvel,M VpeM < D,=T,M Vpe M

Esempi: 1) R™, S™, H™, D™ geodeticamente completi
2) B(0,1) C R™ e R™ con la met. sferica non geod. compl.

Prop. (M, g) varieta riemann. geodeticamente completa connessa
Vp,q e M 3Cp, arco geod.tra p e ¢ t.c. Lung(Cpq) = dy(p, q)
Dim. S(p,e) = e,(eS™ 1) = S™1 con e < min{e,,d,(p,q)}
~ p' € S(p,e) tale che d,(p',q) minima in S(p,e)
~ v € T, M unico versore t.c. Cpy = 7,([0,€])

S(p,e)

T'={s€[0,dg(p;q)] | dg(0(5),q) = dg(p,q) — s} # @
~ S = supT =maxT (T definito da un’equaz. continua)

dy(p',q) =dg(p,q) —e = [0,e] CT = s, > €

(dg(p,q) < dg(p,p") +dg(p',q) =€+ dg(p',q)

C arco tra p e ¢ = Lung(C) > e +d,(p",q) >+ dy(p',q))
basta provare che s, = dy(p,q) (~ Cpqg = 7 ([0,5m]))
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Sm < dg(p,q) ~> Pm = Yo (5m) t.c. dg(Pm,q) = dg(p,q) — Sm
~ 0 < min{gpmvdg (papm)v d9<pm7 q)}
~ i € S(Pm,0) t.c. dy(pl,,q) min. in S(pm, )
= dy(pr,,q) = dg(Pm,q) — 9 (come sopra per p')
= pf,m = %}(Sm - 6)
(Lung(CpmeCpmpén) = S;mt+0 = dg(p,q) —dg(p’m,q) < dg(pvp;n)
= Cpp,, U Cp,.prarco geodetico = Cpp, UC),, o = Cppr )
= dy(pr,,q) =dg(p,q) —Sm — 6 = s+ 6 €T (assurdo)

Teorema di Hopf-Rinow

(M, g) varieta riemanniana connessa
geodeticamente completa < (M, d,) spazio metrico completo

Dim. =) M geodeticamente completa connessa,

= ClBg, (p,7) = e,(CLB(0,7)) (prop. precedente)

= ClBy,(p,r) compatta Vpe M, Vr >0

= (M,d,) spazio metrico completo

<) basta provare che I, € illimitato sup. (I, = —1,)

per ogni v € T, M versore (Ix, = I,/k Yk > 0)

s=supl, € R~ (s, =5—27")p>n, C Iy

= (¢n = Y0 ($n))n>1 succ. di Cauchy = g,—qe M

n>n= q, € By = dy(qn,qns1) =27 "1

dg(qn:q) =Moo dg(qn, gm) = 27"

= Cy00:YCe g = Cgqg CCy con weT,M

versore t.c. v, (t) = v (t — ) Vit €[S, Snit]
= 7, prolungabile oltre s (ponendo 7, (t) = v, (t — s))

Corol. (M, g) varieta riemann. omogenea = geod. completa
Dim. omogeneita ~ €, = ¢ indipendente da p € M
= ClBg,(p,d) compatta Vpe M Vi <¢
= (M,d,) spazio metrico completo

Corol. (M, g) varieta riemann. compatta = geod. completa

Dim. M spazio top. compatto = (M,d,) spazio met. completo
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Corol. M = (M, g) varieta riemann. geod. completa
N C M sottovar. rtemann. chiusa <= geod. completa

Dim. (M,dy) spazio met. compl. = (N,dgy ) spazio met. compl.
((pn)n>1 successione di Cauchy in (NN, dg )
= (pn)n>1 succ. di Cauchy in (M,d,) poiché d, < d
= ppn—pEM = p,— p€ N poiché N C M chiuso)
N = {(z,sin1/(1 —2°)) | |z| < 1} C R*
sottovar. riemann. geod. completa non chiusa

g N

Nota: C' = (C,g) curva riemanniana connessa di (dim C = 1)

I {R, LS (se completa)

]0,00[ , ]0,¢] (se mon completa)



