Geometria superiore Geometria delle varieta /1

Tensore di curvatura

(M, g) varieta riemanniana
~ R:VM x VM — End VM applicazione tale che
R(V,W)(U) =L Vy ViU —-VwVyU VU VV,W,U € VM

Note: 1) R applicazione R-bilineare antisimmetrica ben definita

(R(V,W) R-lineare e R(W,V) = —-R(V,W) VYV, W € VM)
2) R(V,W)

(U
3) W)(U) ha la sequente interpretazione geometrica
W)(U), = U'(0) = limg (75"~ P(T,) = U,) /1

o VPQ

) invar. per similitudini locali (poiché lo e V)

R(V,
R(V,

Cy

p3 = Vp_gv(tl/g) Py = ’Ypl( 1/2)

c, C
Wo,
V(1) = 2 ) p
s pr =y (£%)

A

M, g) varieta riemanniana =

1) R: VM x VM — End VM appl. C*°(M)-bilineare

2) R(V,W) : VM — VM appl. C°(M)-lineare YV, W € VM
3) R(V,W)(U)+R(W,U)(V)+RU,V)(W)=0VV,W,UeVM

identita di Biancha

Dim. 1) R(fV, W)(U) = VivVwlU — Vi ViU — V[fvjw]U
= fVvVwU = Vw fVvU = Vv w—wpvU
= fVy VU — (Wf)VVU + fVwVyU
— Vv U+ (Wf)VyU = fR(V,W)(U)
RV, fW)(U) = fR(V,W)(U) (segue per I’antisimmetria)

Prop.
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2) REV,W)(fU) =VvVw (fU) = Vw Vv (fU) = Viyw(fU)
= Vy(WHU + fVwU) = Vw (VU + fVvU)
—(IV,WIHU = [NV ywU
= (VWFH)U + (WHVyU + (VHIVwU + fVy VU
- (WVHU = (VH)VwU — (Wf)VyU — fVwVyU
—([V\WIHU = fVywU = fR(V,W)(U)
3) R(V,W)(U)+ RW,U)(V) + R(U,V)(W)
= Vy VU — Vg VU — ViU
+ Vw VgV = VuVwV — ViV
+ VyVyW —Vy VW — V[U,V]W
= Vy[W, U]+ Vw|U, V] + Vy[V,W]
—ViywU —VwuV — Vigvy|W
= [V, [W,U]] + W, [U,V]] + [U,[V,W]] =0

Note: 1) R e Vapplicazione nulla se dim M < 2
2) (Fy,..., Fy) riferimento locale
V=3 vF, W= ijij, U=>, utF
= R(V,W)(U) =>_; ;& viwluP R(F;, F;) (Fy)
3) Rijk oo R(F;, F;)(F) dipende solo dal riferimento
~ Riji = Zh zngh? Rijikn = Q(ka?Fh)
t.e. Rijkn = Ze ghﬁkaa wk: Ze ghERmM

4) in coordinate locali (Fy = 9/0xt,..., F,, = 0/0x™)
0
Riit=Voliyr—Vaglyu=V re — — Vo rn

or o ort 9

o 7k . ik h o h ‘

B Zh:( (9:(:; Oxh , Oxd Oxzh + LT Flkr]h)
ore — or 0

B jk L3k ¢ Th ¢ Th

=2 (o - o + DT ~ AT ) 5

~ Ry = 9ri O +Z(F§krﬁz kaF?e)
T, T
S Jk ik C Tipr —TE T
Rigen = 3 (one( 58 = 557 ) + TinTion = ThTn )
5) R(V,W)(U), dipende solo da V,,,W,, U, Vpe M
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(M, g) varieta riemanniana, p € M
~o Ryt Ty,M x TyM — End T, M appl. bilineare antistmm. t.c.
R,(v,w)(u) =L R(V,W)(U), Yv,w,u € T,M VV,W,U € VM
L con Vp=v, W, =w,U, =u
operatore di curvatura associato alla coppia (v, w)

~~ R, : (T,M)* — R forma multilineare tale che
def

R, (v,w,u,t)
tensore di curvatura di Riemann

gp<Rp(U7 w)(U’)?t) per OgTL’i, v, wauat S TpM

Prop. (M, g) varieta riemanniana, p € M
1) Ry(w,v,u,t) = —R,(v,w,u,t)
2) Ry(v,w,t,u) = —R,(v,w,u,t) } Vo, w,u,t € T,M
3) Ry(u,t,v,w) = Ry(v,w,u,t)
Dim. 1) segue dalla antisimmetria di R
2) basta provare R, (v,w,u,u) =0 Vv, w,u € T,M (multilin.)
quindi g(R(V,W)(U),U) =0 VYV, W,U € VM (def. di R,)
g(R<V7 W) (U)7 U) —
= g(VvVwU,U) - g(VwVyvUU) — g(Viyu U, U)
=Vg(VwU,U) — g(VwU,VyU) ,
—Wg(VvU,U) +g(VvU,VwU) — §[V, Wlg(U,U)

1 1 1

3) definizione di R, + identita di Bianchi

R,(w,u,t,v) + Ry(u,t,w,v) + R
R,(u,t,v,w) + R,(t,v,u,w) + Ry (v, u,t,w
R,(t,v,w,u) + R,(v,w,t,u) + Ry,(w,t,v,u
= 2R, (v,w,u,t) — 2R, (u,t,v,w) =0
= Ry(u,t,v,w) = Ry(v,w,u,t) Yo,w,u,t € T,M

Prop. (M, g) varieta riemanniana, p € M
R, & univoc. determinato da R, (v, w,v,w) Yv,w € T, M

Dim. R, (v, w,v,w) Yv,w € T,M ~ Ry(v,w,u,w) Vv, w,u & T,M
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(R, (v+u,w,v+u,w) = R,(v,w,v,w) + R, (v,w,u,w)
+ R, (u, w,v,w) + Ry (u, w,u, w)
~ Ry, (v,w,u,w) = (R, (v+u, w,v+u,w)
— R, (v,w,v,w) — Ry (u,w,u,w))/2)
R,(v,w,u,w) Yv,w,u € T,M ~ R,(v,w,u,t) Vv,w,u,t € T,M
(R (v,w+t, u,w+t) = Ry(v,w,u,w) + Ry (v, w,u,t)
+ Ry(v,t,u,w) + Ry(v,t,u,t)

«»R(’U’wu) R,(w,u,v,t) =a
con a = Ry(v,w+t,u,w+t) — Ry (v, w,u,w) — Ry(v,t,u,t))
~ Ry(w,u,v,t) — Ry(u,v,w,t) =

con b = Ry(w,u+t, v, u+t) — Rp(w u,v,u) — Ry(w,t,v,t)
R, (v, w,u,t) — R(wuvt)
~ ¢ Ry(w,u,v,t) — Ry(u,v,w,t)
R,(v,w,u,t) + R (wuv)
> Ry(v,w,u,1) = (2a+b)/3)

Note: 1) {Ry}pens <~ R:(VM)* — C>®(M) forma multilineare
t.c. R(V,W,U,T)(p) =L R, (V,,W,,U,,T,) Vp € M, cioe
RV, W, U, T) =g(R(V,W)U),T) VV. W, UT € VM

2) (FYy,..., Fy) riferimento locale intorno a p € M
V= vF,W= ijij, U=> urF,, T=>,t"F,
= R(V,W,U,T) = Zijk,h Rijn viwlukth

con Rijkn = R(E;, Fy, Fi, Fy) Vi, j,k,h=1,...,m

3) Rjink = Rnkji = Riknij = Rijkn
Rjikh = Rijnk = Rrhji = Rnki; = — Rijkn
= R”]k = Rijk:k: =0 Vi,j,k = 1,...,m

+ R (u,v,w,t) =0

}Vi,j,k,h:L...,m

(M, g) varieta riemanniana, p € M
e (Ry(v,u,w,t) + Ry (v, t,w,u))/2
forma bilineare simmetrica per ogni v, w € T, M

o Sy (U, t)

~o Syt Ty M x T,M — R forma bilineare simmetrica
tale che S, (v, w) ol tr(Sy.w) (teorema spettrale)
tensore di curvatura di Ricet
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Note: 1) {Sp}perms > S : VM x VM — C*(M) forma bilineare
t.e. S(V,W)(p) =L S,(V,,W,) VV,W € VM Vpe M
2) (FYy,..., Fy) riferimento locale intorno a p € M
V=3 0F, W= wkF = SV,W)=3% vaiwj
con Si; = S(F;, Fj) = 3 ( zk3+Rkk1)/2 Vi, g =1,.
(9(pij (Fx), Fn) = Sk, ,Fj (Fk, Fn) = Sij = >y, %J(Fk) )

Prop. f: (M,g™) — (N,g") isometria/similitudine (locale)

con fattore di similitudine s (=1 se f isometria (locale))
= Ry (T f (0), Tpf (W), Tpf(w), T, f () = s° Ry (v, w,u,t)
SN ( pf(v), T f(w)) :Séw(v,w) Vo,w,u,t € T,M
Dim. V invar. per simil. (locali) = R(-,-) invar. per simil. (locali)
= 1) (B () (),) = s (R () (), 0)
SN (0 = (SN (1)) = tr(SM () = SM(-, )
Curvature

(M, g) varieta riemanniana, dim M > 2

o = (v,vy) C T,M sezione piana (v; e vy lin. indip.)
def Rp(Uh/UQ),Ula/UQ) Rp(’l)l,’l)g,?]1,’l}2)

NN K o) _ — = —
(@) Area(vy,vs)* Ip(V1,v1) gp(V2,v2) — gp(v1,02)?
curvatura sezionale della seziome o

Note: 1) K(o) e ben definita, non dipende dalla base (v, vs)
(0 = (wy,ws) = (wy,wy) = M (v1,v)
= R, (wi,ws, wi,ws) = det M* Ry, (vy,vs,v1,v)
Area(wy, ws) = det M Area(vy,vs))
2) (vy,v2) base ortonormale di 0 = K (o) = —R(vy, vy, v1,0)
3) K(o) Vo CT,M ~ R,(v,w,u,t) Yv,w,u,t € T,M
by m=2=o0c=T,M ~ K(o) = K(p) curvatura di Gauss

= (v) C T,M direzione tangente (v # 0)
¢ 1 Sy(v,v)
K(\) = -
-1 |v]?
cumatm'a dr Ricer nella dareziome A

é >/
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1
pE M~ K(p) = EYr— tr(Sy) (teorema spettrale)

A curvatura scalare mel punto p

Note: 1) K(A) e ben definita, non dipende dal vettore v
A= (w) = w=kv = S,(w,w) =k*S,(v,v), |w]|*= k*||v])
2) A= (v) con v € T,M versore

{vi,...,0m} base ortonorm. di T, M tale che v, =v
= K(\) = K (0im) cON Gign = (03, 0) = (03, 0)
3) {vy,... ,vm} base ortonorm. di T, M
K(p) = %Z;L K(A;) con A; = (v;)
2

~ m(m— 1) 2icj K(0ij) con oij = (vi,v5)

b)) m=2 = K(\) = K(p) curvatura di Gauss YA C T, M
m=3= K\ VACT,M ~ K(o) Vo CT,M
({v1,v2,v3} base ortonorm. di T, M

K(o12) + K(013) = 2K (A1)
~> K(O‘m) + K(O‘Qg) — QK()\Q)
~ K(o12) = K(A1) + K(X\2) — K(A3))

Prop. (M, g) varieta riemanniana, o C T, M sezione piana
= K(0) = K°(p) con S =S, =¢,(cNB(0,e,)) C M
Dim. (z',...,2™) coord. norm. su (4,,p,) t.c. o = (9/0x',0/0x")
~ (Fy, ..., Fy) riferimento ortonormale tale che a9
Ry (00, () = (0/020,0/02%) = T,5 g e § (G5
0 (cioe in p) e 4,7 = 1,2 si ha:

per x =
0
Vo 97 =0 (1, (t) = tv geodetica Vv =Y, v*9/dz* € T,M
0w = Vv, = 2,000y =0V (v),...,0™) € R™)

o da?
= Vg, F; € T,,S (VFF Za Va (CLJW):,;LCL?@—@LW)
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= g(VEVE F\. F) = g(VeVE Fi, F)
= ig(VFS Fy, Fy) — g(V§ Fi, Vi, Fy)
(VF Fy, Fy) — Q(VF By, Vi Fy) = g(VEVE Fi, Fy)
N le g(VEVEFL ~ VEVEF — Vi, o Fi, F)
g(vFlvFgFl VFQVFlFl — V[FhFQ]F17FQ) = Rio1o

Corol. (N,g") c (M, gM) sottovarietd riemann.
CN cCMVvyeT,N (sottovarietd geodetica in p)
= KN(o) = KM(o) per ogni sezione piana o C T,N

Dim. CN c CM Vv e T,N = 61]9\|7B(0,5) restrizione di 6}])\/{3(0’6)
= SY =¢€)(cNB(0,e)) =e)(cNB(0,e)) =S}
= KN(0) = K% (p) = K% (p) = KM (0)

Nota: mn particolare il corollario vale per N sottovarieta
totalmente geodetica (geodetica in p per ogni p € N)

(per esempio N = Fix H con H C Isom M)

Esempi: 1) R™ ~» g;; = 0;; = Rijre = 0 per ogni i, 5, k, ¢
= K(o)=K(\) =K(p)=0 Vo, ACT,R", pe R™
2) gi;j = s(x)*d;; (metrica conformemente piatta) =

Rijij = 5( (gjf)a ™ (;jj)z ) B (%)2_ (%)QJrk;J(%)Q

3) s(x) dipendente solo da z™

Js \? .
Rijij = < ) per ogni ¢ < j < m
N ox™
0°s 0s o
Rimim = S(@xm)Q — (8337”) per ogni 1 < m

L) H™ ~ s(x) =1/x™
= Riji; = 1/(2™)* per ogni i < j
= K(0)=K(\) =K(p)=—-1 Vo, ACT,H", pec H"

5) s(z) dipendente solo da p?

0s 0s 0°s 0s o 0%s
~ o = 2t dp* ~ (0x%)*? QW h')
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= Rijij = 48(8882 + ()" + (a:j)g)(aap—i)

4 = 20 = 200)) (55)
6) S™, D™ ~ s(p*) = 2/(1 £ p?)
= 0s/0p* = F2/(1 £p*)* , 0°s/(0p*)* = 4/(1 £ p*)’
= Rijij = ¥16/(1 £ p*)*
= K(o) =K(\) =K(p) =+1 Vo, ACT,S", pecS™
K(o)=K(\) = K(p) = -1 Yo,AC T,D™, pe D™

Prop. f: (M,g™) — (N,g") isometria/similitudine (locale)
con fattore di similitudine s (= 1 se f isometria (locale))

= KN(T,f(o )): M(g)/s* per ogni sezione piana o C T, M
KMN(T,f(\)) = KM(\)/s* per ogni direzione A C T, M
K¥N(f(p)) = KM™(p)/s* per ogni punto p € M
Dim. Rff\f(p)(-,-,-,-) =" R)(-,-,), Areaf(p)(-,-) = s*Area)'(-, )

= la relazione vale per la curvatura sezionale
= vale per le curvature di Ricer e scalare

Esempi: 1) S = ol

rS™ C R™T1 sfera di raggio r > 0
con la metrica indotta da R™t1

4 .
~ ds® = = +47|“| BE > . (dz")* in coord. stereog. su S
r x
b o
~ TS EBE >.;(dz")* in coord. stereog. su S™
x

= K(0) = K(\) = K(p) = 1/r*> Vo,ACT,S™, pe Sm
2) H™ ZL (Int R™,ds* = r?/(z™)* Y. (dz')?) con r > 0
= K(o)=K(\) =K(p)= —1/r*Vo,AC T,H™, p€ H™

m %€ m 47“4 i

3) D7 e (IntrB ,ds® = CEEBE > (dx )Q)
4T2 d 1) 2

T ey ')

= K(0)=K(\)=K(p)= — 1/r> Yo, A\ C T,DI", p € D"

D (m B™, ds? =



Geometria superiore Geometria delle varieta /9

Sottovarietd riemanniane

(N,g"V) c (M, g™) sottovarietd riemanniana, dim N < dim M

(Fi,..., Fy) riferimento locale adattato lungo N
def

(Fur (9. Fulp)) = 0§ VP EACH
(zt,...,2™) coordinate locali adattate su A C M
PLEN (0/0x1, .. .,0/02™ ) anN Tiferimento locale adattato lungo N
Nota: (z!,...,2™) coordinate locali adattate in senso diff.
~ (0/0z',...,0/0x2™) N riferimento locale lungo N
~ (Fi,..., Fy) riferimento locale adattato lungo N (G.-S.)
~ (x',...,2™) coord. locali adattate (mediante Lyey 7, nt)

U campo di vettori normali lungo N (U, € T,N+ C T,M ¥Vp e N)
~~ Ly : VN — VN applicazione C*°(N)-lineare tale che
def
Ly (V)

Note: 1) Ly (V) C*(N)-lineare rispetto a U
(L (V) = =7V (fU) = — 7 ((VF)U + [ Vv U)
= —n(fVvU) = fLy(V) VfeC>®(N))

2) (Fy,..., Fy) riferimento locale adattato

U= lnw'Fi, V=320 (WE

= Lu(V) =2, u'v’ Lp,(F;) dove

Lg, F; dipende solo dal riferimento

3) Ly(V), dipende solo da V, e U, Vpe N

—7m(VyU) con m = L,enm, proiezione ortogonale

(N,g") c (M, g™) sottovarietd riemanniana, p € N
~o Ly Tp{i\ffl — EndT,N applicazione t.c. L,(u) = L, definita
Ly (v) -

operatore forma associato al vettore normale u
def

Ly (V), YU,V come sopra con U, =u e V, =0

Gp(Lu(v), w)

Nota: entrambe le applicazioni sono ben definite e lineart

~~ Ly, T,N+ — BilT,N applicazione t.c. Ly, (v, w)

(non dipendono dalla scelta delle estensioni U e V)
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Prop. (N,g") C (M, g™) sottovarietd riemanniana, u € T, N+
= L, () operatore simm. e L, (+,-) forma bilineare simm.
Dim. Ve VN = g(U,V)=0= g(VwU,V) 4+ g(U, VwV) =0
WeVN = g(UW)=0= g(VyUW) +g(UVyW) =0
= g(LuV,W) —g(LuW,V) = g(U,[V,W]) =0
Note: 1) C' C M curva diff. regolare orientata ~ riferim. di Frenet
(riferm. (Fy,..., Fp) lungo C def. Iy =T e Fy, = VpFy_4
~ riferim. ortonormale lungo C' ottenuto con G.-S.)
2) N C M orientate e n=m —1 ~ L, et
u = unico versore normale positivo rispetto alle orient.

L, com

~» direzioni principali e forma normale (teor. spettrale)
curv. principalt, curv. media, curv. di Gauss-Kronecker
(oper. forma e II forma fond. per superf. orient. in R?)

Prop. (N, gV) c (M, g™) sottovarietd riemanniana
= L,(v,w) = g,(VMW — VYW, u)
VUETPNL,'UETPN, We VN con W, =w

Dim. U campo di vettori normali lungo N tale che U, = u
~ gp (VMW — VYW, u)
= gp(VyW,u) =vg(W,U) — gp(w,Vf)”U)
= —gp(w, V3y'U) = gp(w, Lu(v)) = Lu(v,w)

(N,g") c (M, g™) sottovarietd riemanniana, p € N
~ Ly, T,N Z<prN — TpNL applicazione tale che

Ly(v,w) = VMW — VYW VWe€ VN con W, =w

Note: 1) L, € ben definita (non dipende dalla scelta di W)
bilineare e simmetrica (proposizione precedente)
2) (Fy,..., Fy) riferimento locale adattato
v=20 v, w= 30w
= Ly(v,w) = )2, ;v'w! Ly (Fy, Fy)
3) Li, def

L(F;, F;) campo di vettori normali lungo N
che dipende solo dal riferimento
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~ Lij = 33l U Fre s Ligk = g(Lij, Fr)

t.c. Ewk Zh n+1 gk:hgqg ) Efy Z;Ln:n—i—l gkhewh
4) (iji)i; matrice di Lg, (+,-) rispetto al rif. (Fy,..., F,)

Corol. (N,g") c (M, g™) sottovarietd geodetica in p € N
& Ly(v)=0 YueT,Nt veT,N
& Ly(v,w) =0 YueT,Nt, v,weT,N
& Ly(v,w) =0 Yo,weT,N
& VW =VMW VYoeT,N, W € VN
Dim. N geodetica in p € N &~ —'y| VveTl,N
& VIV = VMV =0 con V = dvY (t)/dt campo vett. su CV
& Ly(v,v) =0 YueT,N+, veT,N (proposizione sopra)
& Ly(v,w) =0 YueT,Nt, v,weT,N (simmetria)
(che equivale a L,(v) =0 Vue T,N*t, veT,N)
& Ly(v,w) =0 Yo,weT,N (arbitrarieta di u)
& VW = VMW VYoeT,N, W € VN (definizione)

Prop. (N, gV) c (M, g™) sottovarietd riemanniana
tale che dim M > dim N > 2, 0 = (v1,v2) C T,N =
KN(O') _ KM(O') n 9p(Lp(vi,v1), Ly (va,v2)) — HLP(UMUQ)H;%
9p(v1,v1) gp(v2,02) — gp(v1,02)*
Dim. Vi,V € VN tali che Vi(p) = vy e Va(p) = vy ~
(KN(o) = KM(0)) (gp(vi,v1) gp(va, v2) — gp(v1,02)°)
= RM(U1,UQ,U1,’UQ) RN(U1,'UQ,’U1,’UQ>
—gp(V V V1 V V V1 Vf\‘/‘;l,%]vh‘/é)
gp(V V V1 V V V1 Vf\{/l ]V1 VQ)
9p (VI V1 \ V V1 VOV VL + Vy Vi Vi, V)
(VVV1 VVV1 VVV1+VVV1VQ)
(VU (VUEVI=VP V1), Vo) —gp (VL (VY V=V V1), Th)
Ulg(L(Vl,VQ) V2) = gp(Lp(v1,02), V VQ)
— v g(L(V1,V1),V2) +9p(Lp(UlaU1) v ,V2)
9p(Lp(vi,v1), ViiVa) = gp(Ly(vi, v2), Vi Va)

|
Q
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:gp(Lp(U1,Ul),V%VQ—VQJZVQ)—gp(L (1)1,?)2) VM‘/Q V VQ)
= gp(Lp(v1,v1), Ly(ve,v2)) — gp(Lp(v1,v2), Lyp(vi,v2))

Note: 1) (FY,..., Fy) riferim. adattato t.c. Fi(p) = vy e Fy(p) = vy

— KN(o) = KM(o) + gp(L11, Lao) —\2|L12H2
911922 — 9ia .
Z%:n+1 9ij ( 711”22 - 325‘12)
911922 — 9%2
2) N C M orientate e n =m — 1 ~» ¢} =t 07 con
F,,, = unico versore normale positivo rispetto alle orient.
o KN(o) = KM(g) 4 1102 = %
gi11922 — 912
3) in particolare, N ipersuperficie in R™

R4t — 02
911922 — 912

= KM(o) +

Forme di connessione e curvatura

(M, g) varieta riemanniana, (Fy, ..., Fy,) riferimento locale
(@' .. ™) forme duali (in senso lineare, cioe @*(Fj) = 6%)
~o ) %‘j 1-forme diff. tali che o (V) = @/ (Vy F)

C forme di connessione Vi (V) = g(Vv Fi, Fj)
V'V campo vett. Vi,7 =1,.
w!  wij 2-forme diff. tali che w! (V,W) = ¢ (R(V,W)(Fz))
wzy(‘/a W) - g(R(va)(F%)7FJ)
VYV, W campt vett. Vi, 7 =1,...,m

Note: 1) W >k 9 i w = > 97 wir }Vi J
Vi = D giry s wij = Dk Gjkwy; 7
2) ¢ (Fy) = T}, wi (Fy, Fn) = Ry,
%J(Fk) = ka ; le(FkHFh) ka’h
3) ¢ =3 Th” s wj = Zk<hRihz¢ ‘70 }W j
¢ij — Zk szz‘j%" ) Zk<h wkh‘vp ’\80 ’

L forme di curvatura

}W,j,k,h
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4) (Fy,..., Fy) riferimento locale ortonormale
w .« .

:wjz _— _wZ] _— _wi

j
Prop. (M, g) varieta riemanniana, (Fy,..., Fy,) riferimento locale
= valgono le sequenti equazioni strutturali
1) dgi; = vij + 1y
2) dcpi.zz_kgok/\wli .}Vi,jl,...,m
3) dy] = w! + 3, vEny]
Dim. 1) dg;; (V) = Vg(F;, F;) = g(Vv E;, Fj) + g(Fi, Vv F})
= i; (V) + (V) VYV campo di vettori
2) Zk; SOk’\wlic(Vv W)
= 2 u (" (V)L (W) — " (W) (V)
= > (Ve (Vw Fy) — whe' (Vy Fy))
= SOz(Z;C(UkVWFk — w’“VVFk))
= ¢ (O p (Vw (v Fy) = (Wok) By = Vy (w* Fy, ) + (Vw®) Fy))
=" (VwV = VyW) - Wov' + Vu'
= V' (W) = W' (V) — ' ([V,W])
= do"(V,W) VV,W campi di vettori
3) wl (VW) = @ (R(V, W) (F}))
= ¢! (Vv VwE, = VwVyE, — Viyw F) |
= ol (3 (Vv (bf (W) Fr) =V (47 (V) Fr))) — ] ([V, W])
= ¢ (L (VOF (W) Fy + f (W) Vv Fy |
= (WE(V) Fy, — 0 (V)Vw Fi)) — ] ([V, W])
= V] (W) + 3 of (W) (V) |
— Wl (V) = 220 bf (V) (W) — o ([V, W])
= d](V,W) = 3, i (VW)
= (dp] = >° VEApI ) (VW) VYV, W campi di vettori

Varieta a curvatura costante

M = (M, g) varieta riemanniana, dim M > 2
a curvatura (sezionale) costante K & K(o) = K per ogni 0 C TM
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Prop. M = (M, g) varieta riemanniana connessa, dim M > 3
K(oc)=K(p)VoCT,M,pe M = K(p) = K costante

(curvatura sezionale isotropa =- costante)

Dim. (Fi,..., Fy,) riferimento locale ortonormale
~ Rijpn(p) = —K(p)(0ir0jn — 0indjr) Vi, 5, k,h=1,...,m
(stesse simmetrie e stesse curvature sezionali)

= Wij — sz<h( Zk‘djh 5zh5j/€)90k/\90h — _Kgpi‘/\gpj Vi <]

= dyl = w! + S, Wil = —Kpingd + S wEa] AR

= — dKrp'np? — Kdp'ng? + Kplndp? + 37 (dipfaify, — ¢’“Ad¢‘é)
= —dKnp'ng? — K3, oFahn? + K 3 o' npbagh)

+Zk;(w MW w’“wkHZk h(wh”ph”?] ¢k/\¢k’\¢j)

= —dKrp'rp? =0 Vi<

= dKr@'np? =3, (dK)p @"aping? =0 Vi< j

= (dK)h =0 Vh=1,...,m

= dK =0 = K loc. costante = K costante (M connessa)

R" ~K(o)=K =0

Spazi modello: M} = Sl’”';\/—«»K( o) =K>0
HI’/L\/—ND?}\/—«»K(O)=K<O

Teorema di Cartan (locale)
M = (M, g) varieta riemanniana, dim M = m > 2
M o curvatura costante K < M localmente isometrica a M7
(A, = B(p,ep) C M isometrico a B(pg,ep) C M Ype M)

Dim. (z',...,2™) coordinate normali su A, C M

0 0
~ V =p 8_,0 = > x'—— campo di vettori radiale

ox’ 9

0
tale che ViV =V e [V%} = "5 Vi=1,.

~ (Fy, ..., Fy) riferimento locale ortonormale
tale che Vi F; = 0 e F;(p) = 9/0x"
~ (! ™) forme duali ~ ] = ¥, w! = w;;

g o o oy
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} Vik=1,....m
(Vw’“(V) = Vg(V, Fk) = g9(VvV, Fy) + g(V,VvFi) = ¢*(V)
= ©"(V) omog. di grado 1 t.c. dp*(V)/dz* = §F in 0)

af = ©*(0/0z%) con i,j=1,...,m
w—@bf(é’/@x) coni,j,k=1,....m

= Vak = dypt (Vi +ai (V)+g0’“({V,aiiD
k

0:13

Ve \v

(02 D) s (v 2]
— Wk (V, ai) + Eh;(tbﬁlA@bZ)(V» 3az>

= - b?j - Z K (0jn0ke — 5je5kh)$haf
ht

= —b); — K(27a} — z*al)
v € T,M versore ~ x = pv raggio uscente da p con p < ¢,

~ fi(p) = pai(pv), fi5(p) = pb;(pv)
~ problema di Cauchy dipendente solo da K

L koo 4 vak (o) = o + S0

d,(;C -
| = b (0) + Vol pv) = — KO — o))
L7E(0) = f5(0) = 0
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= fk, Z-’f;- a¥ bfj, dsg = Z:k(gok)2 — Z”k afafdmidxj
uniwocamente determinate da K in A,

~ f: B(po,ep) — Ap con B(po,ep) C M2 isometria
(con Ty, f = Tp, M — T, M isometria arbitraria)
definita dall’identita in coordinate normaly

(ep < €py cOM £y, =00 86 K <0 e g, =7/VK se K >0)

Note: 1) M varieta riem. omogenea isotropa per ogni K e m > 2
(Isom, M = O(m) agisce trans. sui riferim. ortonorm.)

2) M a curv. costante = localmente omogenea e isotropa
(Isom, B(p,e) = O(m) agisce trans. sui rifer. ortonorm.)

Teorema di Cartan (globale)

M = (M, g) varieta riemanniana, dim M =m > 2
M sempl. connessa completa a curv. costante K & M = M2

Dim. M completa a curvatura costante K
~ fp, t Ap, — M isometria locale con
Ay, =MP se K<0e Ay, =MP—{—po} se K >0
~ f M — M isometria locale
(f = fp, U fp, con p1 e py mon antipodali se K > 0)
M connessa (e M completa) = f rivestimento
M semplicemente connessa = f isometria

Corol. M = (M, g) varieta riemanniana, dim M =m > 2
M comnmessa completa a curvatura costante K
& M=MPZ/G con G C Isom M prop. discontinuo

Dim. =) f: M — M = M/Gf rivestimento universale
~ M = (M, g) semplicemente connessa
tale che f isometria locale e Gy C Isom M
= M completa a curvatura costante K = M = M?
<) M =MP/G con G C Isom M}P?
= 7 : Mg — M rivestimento localmente isometrico
= M connessa completa a curvatura costante K



