Geometria superiore Calcolo sulle varieta /1

Premessa

def

A C R™ aperto, T € A ~ T;A {v=272x|xc R}
spazio tangente ad A in T

Note: 1) Tz A =TzR™ = R™ (v <> x — Z) spazio vett. di dim m

2) {€1,...,em} « {e1,...,em} base canonica di Tz A
x
r—
v
0° A

f:A— B appl. diff. con ACR™ e BCR" ap., € Aey= f(T)
~o Tpf 1 T3 A — T B applicazione tangente a f in T
v o— w = Tzf(v)

! )
t—Ty—7=dof(e—7) = Jof  (z—7)

Note: 1) Tz f lineare, Thids = idra, T5(ge f) =Tyg Tz f
2) Tz f isomorfismo < f diffeo locale intorno a T
3) Jzf matrice di Tz f rispetto alle basi canoniche

g: A — R funzione diff. con A C R™ aperto, T € A

U—EvezETA«»vg—g——ng—geR
v z’

- dertvata di g rispetto a v

Note: 1) vg R-lineare rispetto a v € Tz A
2) v(ag+bh) =a(vg)+b(vh)Va,b€e RVg,h: A— R diff.
3)v(g-h)=(vg)-h+g-(vh)Vg,h: A— R diff.

v:C>®(A) - R derivazione (= R-lineare + regola di Leibnitz)
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Note: 1) vg < Tzg(v) (mediante V'isomorf. canonico Tyz R = R)
2) f:A— B applicazione diff., g : B — R funzione diff.

U—ZU—ETA w—zjwj%:Tff(v)ETgB

= wyg = Tyg(w) = yg(T fw)) =Tz(g- f)(v) = ( f)
;09 0y’ Og
(m coord. > w 8y3 =DV 90 Oy = .0 g

A C R™ aperto, z € A
~o THA — =28 (TzA)* ={l:T:A — R |l lineare}
C spazio cotangente ad A in T

Note: 1) TZA = T R™ =~ R™
2) {e1,...,ém} ~ {et,...,e"} base duale (éi(éj) - 5;)

f:A— B appl. diff. con ACR™ e BCR" ap., 7€ Aey=f(T)
~o T2 f = (T5f)* T, B — T; A (definita [ — 1o T3 f)
applicazione cotangente a f in =

Note: 1) T7 f lineare, Trida = idrsa, T5(ge f) =T5f - T;g
2) TX f isomorfismo < f diffeo locale intorno a T
3) (Jzf)* matrice di T f rispetto alle basi canoniche duali

g:A— R funzione diff. con A C R™ aperto, x € A
~ dg : Tz A — R definita v — dg(v) i vg
daifferenziale di g in T

Note: 1) dg € TXA (dg e lineare)

2) ' : A — R funzioni coord. = dz’ ( =4

Oz J

0y _ow
oxJ
~ {dxt, ... dz™} base duale di T A
3) dg =), gg dr' (= differenziale totale di g)
4) dg < dzg < Tzg (mediante gli isomorf. canonici

T-R™ =2 R™ e Tg(f)R = R)
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Spazi tangenty

M m-varieta differenziabile, p € M
r,M o {v:1— M differenziabile |0 € I C R, v(0) = p}
= curve differenziabilt an M uscenti da p

(A, p) carta locale di M con p e A
2 O FpM — T¢(p)Rm =~ R™ o
7= 0p(1) = (929)'(0) = To(p ) ()

def

T,M I'yM/~, spazio tangente a M in p
v=[y] € T,M wvettore tangente a M in p (velocita iniziale di )
2 Rm
0 I ~
t

Note: 1) 0, ~ 7, = 04/~ Ty M — T, ) R™ bitettiva
~» T, M spazio vettoriale reale t.c. 7, : T, M =T, R™
2) T,M e ben definito, cioe non dipende dalla carta (A, p)

((B,9) carta con p€ B = oy(y) = T¢<p>(¢°so_1)(0¢(v)))

/\ %X

To(p) Rm = >y Ty(p)R™
o) (e 90‘1) (o)
3) (A, p) con coord. (xl...xm)«»TM:<i.“ 0 >
Y 9 Y yo 01‘17 3 axm

. 0 0
(B,) con coord. (y',...,y™) ~ T,M = <a—y1,,—>
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Ty - Oz’
v=[y] — (p7)'(0) = Zz%% con vy, =
. oy
0= T (5o (0) = 5, vy con v =
. oy’ . 0 (9:1: 1,
J = _ v -
=2 gzl T ( Oyl ' Oyi Ozl >

L) M=ACR™ ap., p=2 = T,M =T:A (7] < ~(0))

f: M — N appl. diff. con M e N varieta diff., p € M, g = f(p)
~o T f + T,M — Ty,N definita v = [y] — w =T, f(v) i [f o]
C applicazione tangente a f in p

N

M
G (LGD
)
v A fen B
@
- me e an
Wy

Yofop™! %
) (B

Note: 1) T, f € ben definita e lineare (wy = Ty (Yo feop ) (vg))

2) Tyidy = idpar, Tp(ge f) = Tf(p)goTpf, vg, [ =rgT,f

3) T, f isomorfismo < f diffeo locale intorno a p

4) (A, ) con coord. (x',...,2™) ~ T,M = (9/0z*,...,0/0z™)
(B, ¥) con coord. (y',...,y™) ~ T,N = (0/dy",...,0/0y™)

wl =3, giz vl (o) (W o fop™!) matrice di Ty, f rispetto

alle basi canoniche indotte da ¢ e 1))
5) (A, ¢) carta locale di M intorno a p = Tprp = T,
6) M=ACR" e N=BCR" aperti, p=2 = T,f =T5f

ﬁé‘x@
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M varieta differenziabile, v = [y] € T,M
0
~o v C°(M) — R definita g — vg = 8_9 = (g°~)'(0)
v

= derivazione rispetto a v (R-lineare + regola di Leibmitz)

Note: 1) vg < T,g(v) (mediante l'isomorf. canonico T, R = R)
2) f: M — N appl. diff., g€ C°(N) = Tf(v)g=v(g-f)

e,
3) in coord. locali (x!,...,z™) si ha: vg = ivéag.
x'L

M m-varieta diff., N C M n-sottovarieta diff., pe N
= T,N C T,M sottospazio vettoriale ([y]n € T,N ~ [y|m € T, M)

Note: 1) i : N — M inclusione ~» Tyi : T, N — T, M inclusione

2) (A,p) carta adattata = T,N = < 0 i> CT,M

517 Bgn
Prop. M m-varieta diff., N C M n-sottovarieta diff., pe N
1) E: A— R™™" equaz. loc. reg. di N in A int. ap. di p
= T,N = KerT,E C T,M (T,E =0 equaz. di T,N)
2) f: D — Apar.loc.reg.di N, AC N int.ap.di p = f(x)
= T,N =ImT,f CT,M (T, f param. di T,N)
Dim. 1) T,N C KerT,E ([y] € T,N = E-y=0 = T,E([y]) =0)
E regolare = dim KerT, ' =n = T,N = KerT),E/
2) ImT,f CT,N ([v] €T:D = foyCN = T,f(|v]) € T,N)
[ regolare = dimImT,f =n = ImTy =T,N

Nota: N C R™ n-sottovarieta differenziabile, x € N
Tz N C TzR™ sottospazio affine di R™ (v = TT T)
E(x) =0 eq. loc. reg. ~ TzE(z — T) = 0 equaz. cartesiana
x = f(t) par. loc. reg. ~ x — T = Tif(t —t) equaz. param.

Esempi: 1) C curva diff. regolare in R*, p = (z,y) € C
f(x,y) = 0 equazione loc. reg. di C intorno a p

~ f(0)(z—Z) + f,(P)(y—y) =0
equazione cartesiana di T,C C R*
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2) S superficie diff. regolare in R?, p = (Z,7,%) € S
f(x,y,z) = 0 equazione loc. reg. di S intorno a p
~ fe(P)(x —Z) + f,(P)(y —y) + [L(p)(z —2) =0

equazione cartesiana di 755 C R’

v = z(t!,t?)
y = y(t',t*) param. loc. reg. di S intorno a p
z = z(th, t*)
=T +x, ()t =) +al () (T —tF)
o y:g+y£1<zlvt_2)(tl _t_l) +y7€2<£17t_2)(tg—t_2)
z=Z+z, (L) =t + 2, (TR (=) E

equaz. param. di TS C R’

(f2(P); £, (D), F2(P))
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3) C curva diff. regolare in R?, p = (7,¥y,z) € C
{f(x,y,z) =0
g(z,y,2) =0

. {f;(p)(x —Z)+ f,(0)(y—7) + [2(P)(z —2) =0
fo(P)(x=2) + f,(D)(y—¥) + fL(P)(2 —2) =0

equazione cartesiana di T,C C R’

equaz. loc. reg. di C' intorno a (7,7, 2)

r = x(t)
y =1y(t) param. loc. reg. di C' intorno a p
z = z(t)

—1t) equaz. param. di T;S C R’
t

C=5/n8,CR

f: M — N applicazione differenziabile
L-regolare (o trasversale rispetto a L) con L C N sottovar. diff.
PLEN T,f(T,M) +T,L =T,N per ogni p € M tale che f(p) =q€ L

Note: 1) se m + £ <n allora f e L-regolare & f(M)NL =
2) se m > n allora ¢ € M val.reg. di f < f e {q}-regolare

M,L C N sottovarieta differenziabilt

. d : : : .
trasversali <= ’inclusione ip 2 M — N e L-regolare

< l'inclusione iy, : L — N e M-regolare
< T,M +1T,L =T,N per ogniu pe M N L

Nota: se m+ ¢ <n allora M e L trasversalt & M NL =o
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Prop. 1) f: M — N appl. diff. L-regolare con L C N sottovar. diff.
m-+4>n= f~1(L)C M (m-+/{—n)-sottovar. diff.
2) M,L C N sottovarieta differenziabili trasversali
m+£{€>n= MNLCN (m+ {—n)-sottovar. diff.

Dim. 1) pe f7H(L) ~ (A,¢) € Sy carta adattata a L in g = f(p)
~ E=mopof: f7HA) — R"* diff. regolare
~ equazione loc. regolare per f~H(L) in p

2) seqgue da 1) con f =iy : M — N inclusione

Teorema di approssimazione trasversale
1) f: M — N appl. diff., L C N sottov. diff., e : N — ]0, 00[ cont.
= didy = h € Diffeo N tale che g = hof e L-regolare
(H:idy =~ h t.c. hy € Diffeo N, d(hi(q),q) <e(q) Yq € N)
2) M,L C N sottovarieta diff., € : N — ]0,00[ continua
= Jdidy =: h € Diffeo N t.c. M’ = h(M) e L sono trasversali

Dim. 1) A= {(Ai, p;)}i>1 famiglia loc. finita di carte speciali di N
adattate a L tali che B = {B; = ¢; '(B(0,1))};>; ricopre L
~ H; : hi_1 =5, h; € Diffeo N con §;(q) = e(h;',(q))/2’

t.c. hjo f e L;j-regolare con L; = LN (B U...UDB;)

hiin—a;, = hi—1n—a, € Hjn_4a, costante (omot. rel.)

R™ Rn—ﬂ

Tr A
Rt T,

oc

(induz. su i >0 a partire da hg =idy con Ay = Ly = 9

v € R"* valore regolare per 7o ;o f : f1(A;) — R**

~ Ty R" — R™ definita 7, (z) =z + n(z)v

~ g; € Diffeo N def. gija, = ©; "o To ° iy Gijpr—a, = id
t.c. (goi_loTtvogpi)t cidy = g; e hi—q1of € gi(L;)-reg.
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~ h; = gi_lo hi_1 € Diffeo N comn le propr. desiderate
se ||v|| suff. piccolo per preservare L;_i-regolarita)
~ H :idy = h € Diffeo N tale che g = hof e L-regolare
(h =lim;_ o h; ben definito poiché A localmente finita
H = concat. delle H; riscalate su [1—1/2°71 1—1/27]
per induzione su ¢ > 0 si ha Vt € [1—-1/2"1 1—1/27]
d(hi(q),q) = d((hi)1-1/2i-11¢/21 (hi—1(q)),q)
< 0i(hi-1(q)) + d(hi-1(q),q)
<e(q)/2'+(1-1/2""Ne(q) = (1-1/2%)e(q))

2) seque da 1) con f =iy : M — N inclusione

M varieta differenziabile
~ T'M = Upenr Tp M spazio tangente a M
v 2 TM — M proiezione definita da 7 (Tp,M) =p Vpe M
A fibrato tangente di M

Note: 1) AC R™ aperto = TA=Z A X R™ (v=2%x < (T, — X))
2) (A, ¢) € Sy carta locale di M ~»
Te=UTy,p:TA— Tp(A) = p(A) x R™ C R*™
3) A atlante diff. di M ~ TA={(TA,Ty)|(A,p) € A}
TA atlante diff. orientato per T'M con la top. definita
da: S C TM aperto < Tp(SNTA) aperto in R*™
((A, @) con coord. (z!,...,2™) ~ Ty : (p,v) — (2% 0%)
(B,%) con coord. (y',...,y™) ~ T : (p,v) — (3y,v))
—1
J(Tpo Tp™") = (‘](‘”5“) | o - ))
duy /Ot | (o)
L) TM 2m-varieta diff. orientata con Orpy = O(TSy)
v 2 T'M — M fibrato vettoriale localmente banale
(appl. diff. regolare t.c. Tagrota) ST TA=AXxR™ — A)
5) f: M — N appl. diff. (regolare) con M e N varieta diff.
~ Tf =UpemTpf : TM — TN appl. diff. (regolare)
- applicazione tangente a f
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Teorema di immersione di Whitney

M m-varieta diff. compatta (vale per ogni varieta diff.)
M — R*™*1 immersione differenziabile regolare

Dim. M C R™ (teorema di immersione differenziabile)
~ @ M x M~ AM — S"1 def. ®(p,q) = (p—q)/llp — 4l
U:T'M — S 1 def. ¥(v) =v (applicato nell’origine)
n>2m+1 = Im® e Im¥ hanno di misura nulla in S?~1
(teorema di Sard con domini di dim < 2m)
= JoeS" 1 te m: M — R imm. diff. reg.

C_ Dyem
Voo (M)
s S e
~_ 7

Campi di vettori

M varieta differenziabile
V:M —TM caompo di vettory su M
PN 1) V(p) =V, € T,M per ogni p € M

2) V differenziabile ((A,gp) con coord. (x',..., ™) ~»
= > v i con vl : A — R diff.)

LT Oyt

Note: 1) VM = {V campo vett. su M} e un C°°(M)-modulo
(VW eVM, f,ge C®°(M) ~ fV +gW € VM)
2) V campo vett. su M, g : M — R funzione diff.
~ Vg: M — R funzione diff. definita Vg(p) =V, g
~ V:CO®(M) — C*®(M) derivazione
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Esempi: V= mé% + y% e W= —yé% + :Cé% campi di vett. su R*
/\y /\y
\ / % ‘\\X\ %
P
k////;iﬁaﬁﬁiy\\\\ﬂ>x ) x
AR Z\T\ e
ZN N\ =3

V,W campi di vettori su M, (A, ¢) con coord. (x!,... ™)

; 0 0
~V=> v pye e W:Zjuﬂ% nella carta A

0 - Jg Ow? dg o
~> NIk ) =L ) =3 gt —7 4 plwd
V(Wg) = Sv' o (L, 0l 5% ) = X v e =2 4 v s

9 dg i dg .
= Cw? ) —= ) = Cw?t —_— ) ——
WVg) = 2w oz’ (ZJ ? (9ajj) _ 2 Oxt Ox7 Y 0w
,Ow’ S0vlN 0
VW) - W(Vg) = 3, T (v ')
~o [V, W] =2

9z Y
C parentest di Lie di Ve W

VW — WV campo di vettori su M

Note: 1) [V,W] e ben definito su M (non dipende dalle coord.)
2) [V,W] R-bilineare e antisimmetrica rispetto a Ve W
(VW] =—-W,V] = [V,V]=0 VV,IWe VM)
3) [V, W] = f[V,W] = (WF)V ¥ f € C=(M)¥V,We VM
U, [V.W]]+[V,[W.U]] + [W,[U V]| =0 VUV, We VM
identita di Jacobi (non associativita)
5) [V,W], dipende solo da Ve W in un intorno di p € M
o 0
6) [&L‘i’ @} =0 Vi,75, main generale [V, W] # 0
v W
(V, W dell’esempio ~ [V, W] =0 ma :
[HVH gl

| #0)
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f: M — N applicazione diff. con M e N varieta daff.
VeVM e W € VN f-correlati <= T,f(V,) = Wy Vpe M

f diffeo ~ f. : VM — VN unica R-lineare t.c. Ve f, (V) f-correlati
definita fu(V)y =T, f(V,) conp= f"'(q) VgEN
f diffeo locale ~ f*: VN — VM unica R-lin.t.c. f*(W)eW f-corr.
definita f*(W), = Tpf ' (Wyp)) Ype M

Note: 1) fu(gV) = (g [7') (V) Vg€ C®(M) VV € VM
)f (WW) = (he f)f*(W) VheC®(N) VW e VN

fr((Wi, Wa]) = [f*(Wh), f*(Wy)] VWi, Wy € VN

v: I — M diff. con I C R intervallo aperto

curva integrale per V' campo di vettori su M

& ¥ (t) =V (v(t)) per ogni t € I

Nota: (A,¢) con coord. (z!,... ™)
~ y(t) = (z(t),...,2™(t)) curva integ. per V = > v

drt
CZ = v (2 (t),...,a™ () Vi=1,...,m

Esempi: curve int. per 1 campi vett. Ve W dell’esempio sopra
/\y /\y

V 44

0
oxt

=N
=

Prop. M varieta differenziabile, V' campo di vettori su M
Vpe M 4 fy;/ : I — M curva integrale massimale per V
uscente da p (v(0) =p ~ V, = [7)])
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Dim. d! soluzione massimale al problema di Cauchy
dr/dt = v'(zt,...,2™), 2°(0) =2 coni=1,...,m
= ! curva integrale massimale localmente (in (A4, ¢) € A)
= 3! curva massimale globale (raccordo delle soluz. locali)

Nota: interpretazione geometrica di [V, W] come +'(0) = [7]

pg = fyp—gv(tw) Dy = ,yg(tv@)

p1 =y (%)

(V=0/0x*, W =0/0x) = ~v(t) =p = [0/0x*,0/027] = 0)

Campti di riferimenti

M m-varieta diff., (Fy,..., Fy) campi di vettori su A C M aperto

campo di riferimenti su A (o anche riferimento locale per M)
def

<~ T,M = (F(p),...,Fn(p)) (base di T,M) Vpe A

Nota: (A,p) carta locale con coord. (z!,...,2™) ~ F; = D ff%
. T
~ (Fi,...,Fy) campo di riferim. < det(f/(z)) #0 Vz

campo_di riferimenti coordinati su A
PLEN Vpe A 3(B,y) carta locale intorno a p con coord. (zt,...,z™)

0 0
tale che (Fyp,...,Fpp) = (%7"'781.771)

Nota: ogni varieta differenziabile ha campi coordinaty localt,

poche hanno campi di riferim. globali (var. parallelizzabili)

per es.: 'unica superficie compatta parallelizzabile & 17
(coordinate angolari (¥91,9%) ~ (9/09',0/09%)),

ma B campo di vettori ovunque # 0 su S* 0 Ty~
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Esempio: V, W dell’esempio sopra

~ (V,W) campo di riferimenti coord. su R* — {0}
< vV W

7 )
VI I

) campo di rif. non coord. su R* — {0}

Prop. M varieta diff., (Fi,..., Fy,) campo di riferimenti su A C M

campo di riferimenti coord. & [F;, F;] =0 Vi,j=1,...,m

Dim. =) [0/02",0/02] =0 ~ [F;, Fy] Vi,j=1,...,m
<) dimostrazione per m = 2 (per m > 2 & analoga)
pe M ~ v, : I — M curva int. per Fy t.c. 1,(0) =p
tel ~ 6 Jy — M curva int. per Fy t.c. 0:(0) =
~ h: I xJ— M appl. diff. definita h(z!,2*) = 5,1 (2*)

I xJ

T.h(8/0x*) = Fy(h(x)) Vo eI x J
T(m1,0)h(8/8$1) = Fl(h(:cl,O)) Vol el
= h regolare in 0 ~ h|pyy diffeo (teor. funzione inv.)
~ ) = h|_1 : B — o(B) =1I'xJ con coord. (z!,... z™)
posto T,h(0/0xz1) = a' (h(z))Fi(h(x)) + a*(h(x))Fy(h(x))
si ha: [alFy + a*Fy, Fy) =0, [F1,F] =0 = Fya* =0

= T,h(0/0z') = Fy(h(x)) Vo el xJ

Spazi cotangenti

M m-varieta differenziabile, p € M
o TEM =L (T, M)* = {l: T,M — R| 1 lineare}
C spazio cotangente a M wn p
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Nota: (A4,¢) con coord. (z',...,a™) ~ TxM = (dz',... dz™)
B,v) con coord. (y',...,y") ~ TyM = (dy',... dy™)
N . 6 0
= Silfda = Sy’ con 1 =1 (5 ezgzz(a—yj)
Oz’ : Oy’
vy =3 z J = —J
Y 0y’ g (dy Ot da )
f: M — N appl. diff. con M e N varieta diff., p € M, g = f(p)
o T f = (T, f)*: TN — TrM definita [ k = TFf(1) == 1 T, f
applicazione cotangente a f in p
Note: 1) T idy = W Ty(gef)=T,fc ° T% ()95 vg, f=r9T)f
2) (A, o) con coord. (z!,...,2™) ~ T*M (dxt, ..., dx™)
(B,%) con coord. (yl,...,y™) ~ T;N = {(dy',...,dy™)
oy’ s e
ki =2, 5o Y (Jpy (@ e fop™'))* matrice di T f visp.
alle basi canon. duali indotte da ¢ e )

/N

M varieta differenziabile
~ T*M = Upenm Ty M spazio cotangente a M
:T*M — M proiezione definita da 73,(T; M) =p Vpe M
k fibrato cotangente di M

Note: 1) AC R™ aperto = T*A= A x R™
2) (A, p) € Sy carta locale di M ~~
(T*p) ' =U(Tye) ' T*A — T*p(A) = p(A) x R™ C R*™
3) A atlante diff. di M ~ T*A = {(T*A, (T*o) 1) | (A, p) € A}
T*A atlante diff. orientato per T*M con la top. definita
da: S C T*M aperto & (T*p) 1 (SNT*A) aperto in R*™
((A, @) con coord. (z',...,2™) ~ (T*p) L (p, 1) — (2%,1%)
(B,) con coord. (y',...,y™) «1» (T*) " (p, 1) (37, 15)
J(@) - T7) = (Wf’ AT ))
o 0 [ J(pe 1)
L) T*M 2m-varieta diff. orientata con Op«y = O(T*Syy)
Tr o T M — M fibrato vettoriale localmente banale
5) f: M — N appl. diff. & T*f : T*N — T*M appl. diff.
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g: M — R funzione diff., p e M
~ dpg : TyM — R definita v — dyg(v)
C dafferenziale di g in p

def

vy

Note: 1) dpg € Ty M (dg ¢ lineare)

2) in coord. locali (x',...,2™) si ha: dpyg = >, 9

—L dx*
ox’ o

Forme differenziali

M varieta differenziabile

L: M —T*M forma differenziale lineare su M
& 1) L(p) = L, € T; M per ogni p € M
2) L differenziabile ((A,p) con coord. (x!,...,z™) ~

Lig =), 17dz" con l7 : A— R diff.)

Note: 1) LM ={L f.d.l. su M} & un C*°(M)-modulo
(LK e LM, f,ge C®°(M) ~ fL+gK € LM)
2) L forma diff.lin. su M, V campo di vettori su M
~ LV : M — R funzione diff. definita LV (p) = L,(V})
3) g: M — R funz. diff. ~ dg §.d.l. (differenziale di g)
definita dg(p) = dpg : T,M — R

f: M — N applicazione diff. con M e N varieta daff.
~ 5 LN — LM applicazione R-lineare

definita (f*L), =T, f(Lsp)) VPEM
Note: 1) f*(gL) = (g f)f*(L) YVge C®(N) VL e LN

2) f diffeo loc. = (f*L)(f*V)=LV-f VLe LN VV € VN
M varieta daff., pe M
AkM _def
p

A, M
A€ ASM e ALM ~ Aappe AETPM prodotto esterno

(X (T,M)* — R| X multilineare antisimmetrica}
def

EB/QOA’;M algebra di Grassmann di M in p

def
A (U1, Vtn) e Yo oo(m) Ay 00 ) (Vi s Vig)
W:(ila--'aik-i-h)
1< <0 5 11 1<...<lkth
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Note: 1) AgM ~ R, Azle =T M, A];M spazio vett. reale V& > 0
A, M algebra graduata anticomm. (Aap = (—1)5pa))
2) (A, o) con coord. (z!,... a™),
=1 <... <, J=71<...< 7k

~» dx —ada} dxk’—acpj_ i’ D
= d:cI<W) = 6L (vale 1 se I =J, 0 altrimenti)
x

3) (A, ) con coord. (z',...,2™) ~ AFM = ({da’ | |I| = k})
(B,v) con coord. (y',...,y™) ~ AEM = ({dy”’ | |J| = k})

d 0
= 3 Xedal = 3 Mdy” con AT = A A=\
A |I|Z::k>\1 X l%:k)v y’ con A7 <8 1) <8y )

Oz’ oy’
«»)\y—Zdet< )X” ( Zdet( >d )
1I|=Fk oy’ ) ! =k ox!

3) dim AEM = (") ¥k = 0 ~ dim A, M = 2™
AM = (da'~ ... ~dz™) = R, AEM =0 Yk >m
(dx's ... ~adz™(vy,...,vy) = det(v!) = vol. eucl. orient.)

def _def

M varieta diff. ~ AFM Upem ASM , AM

A M — APM k-forma differenziale su M
& 1) A(p) = Ap € ALM per ogni p € M
2) XA “differenziabile” ((A,¢) con coord. (z!,...,2™) ~
AlA :||z:k>\"’jdasl con A7 : A — R diff.)
I|=
{k-forme differenziabili su M}

®r>0D*M algebra di Grassmann di M

pEMApM

DkM def

DM

de)c

Note: 1) D'M = C>®(M), D'M = LM
DFM & un C*°(M)-modulo Vk > 0
(N, u €DEM | f,g € O°(M) ~» f\+ gu € DEM)
= ApAlip)

2) DM algebra graduata anticomm. ((Arp),



Geometria superiore Calcolo sulle varieta /18

f: M — N applicazione diff. con M e N varieta daff.
~ f*: DFN — DFM per ogni k > 0, definita dall’uguaglianza
F N p(vi,oovk) = A (Tpf(vr), .., Tp f(vg)) Vp e M,v; € T,M

Note: 1) f*: D'N — DM coincide con g gof Vge& C>®(N)
f*:D'N — D'M coincide con f*: LN — LM def. sopra
2) f* e R-lineare e f*(Aap) = f*(A\)af*(u) VA, u€ DN
3) in coordinate locali (zt,...,2™) di M e (y*,...,y") di N

A=Y Ndy! — f*(N) =3 MNdz! con N\ = Z det(ayf) A9
J T Ox

4) (Wdar)* = idpras, (gof)” = feg”
5) i: N C M sottovar. diff., A € DM ~ Ay =i*(\) € DN

Prop. M varieta diff., 3!'d: DM — DM (differenziale esterno)
t.c.: 1) d appl. R-lineare e d(D*M) C D*''M VEk >0
2) dipops : DM — D'M = differenziale di funzioni
3) d(Aap) = dap+ (=1)*Xadp YN € DEM , € DM
) ded=0
Dim. Caso speciale M = A C R™
d: A=), Ardx! — > dhr~dx! con dh; diff. di funzione
soddisfa le proprieta 1 e 2 banalmente e anche 3 e 4:
3) d(Ap) = d(30; y Arpgdaiade”) =57, s d(Arpg) sdaiadz’
= > ydxinda!apgde? + (=1 INpda! adp gnda?
= dAap+ (—1)*Xdp
L) dd\ = dd(>°; Ardxt) = d(>2 dhnadat) = d(52, Z%daﬁ ‘ndat)

A 2\
_Zfzd@/\dﬂf/\dx _Z]zjaa 81 dﬂijf\dﬂ?/\dm —O
xtoxd

d: DA — DA altra appl. con le stesse proprietd

= dde' =ddz* =0 Vi=1,....m

= ddx! = d(dx®a ... ~dax™) =0 VI =i; < ...<iy

= d\ = c_l(ZI Ardx!) = ZI(C_Z)\[Ad:cI—i— Arddx?) = > dhndx!
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Prop.

Dim.

Caso generale /unicita (se d esiste allora e unico)

d: DM — DM soddisfa le proprieta 1,...,4
= d ¢ locale, cioe: A4 = pja = (dA)j4 = (dp)|a
VA u€eDMYVYACM aperto
(p e A~ A" intorno aperto di pt.c. A CClA C A
feC®M)te. f(Al)=1e f(M—A)=0
ANa =pa = fA=fp=d(fr) =d(fn)
= (df s+ fdN)p = (df rp + fdp)p = (dA)p = (dp)p)
= da: DA — DA definita (da)), = (d(fN)), Vpe A
e ben-definita (non dipende dalla scelta di f)
e soddisfa le proprieta 1,...,4 (sono tutte locali)
= daunica se A= p(A) C R™ (carta locale)
= d unica ((dA)p = (d(fA))p =da(Na)p Vp € (A p))

Caso _generale /esistenza

(A, ) con coord. (x!,...,2™) ~» d* : DA — DA

(B,v) con coord. (y!,...,y™) ~ dY: DB — DB

= (d"(Na))janp = d” (>\|AmB) d¥(ANang) = (dY(NB))janB

~ d: DM — DM definita (d\)j4 = da(Na) V(A,0) €Sy
e ben definita e soddisfa le proprieta 1,...,4

M varieta differenziabile, A€ LM, V.W € VM
= dAN(V, W) =VAX(W) =WXAXV) = AX([V,W])

(A, ) carta locale con coord. (z!,..., 2™)
. .o, 0
~ A = Zi)\-dg)\ V= Zjvj—., W = Zkzg‘;@
~dN =D (VW) =>".. : (v w' — v'w?)
o o 0T
VAW) =V (Aw') =3, &C w4+ vl )\ D
0N . o'
WA(V) =W 32, (Av ) LI Hd L Oxd

MWD =S n (v g 32)
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A € DFM Ek-forma diff. chiusa & g =0 (cioe A € Kerd)
k-forma diff. esatta - dp (cioe A € Imd)

Note: 1) k-forma diff. esatta <= k-forma diff. chiusa
2) feD'M = C>®(M) chiusa < f localmente costante
3) A€ DM ~ Ax =, Nidx' con (A, p) € Su

ON: O\ . .
~ dAjg = Zi<j <3xz - axj)dx ~dz?

)\chmsa(:)a)\jza)\i. Vi,j=1,....mV(A,p) e A
ox*  OxJ 8f
A esatta & I f e C°(M) t.c. )\i—ax ViV (A ) e A

Esempi: 1) d¥ € DS ¢ chiusa ma non esatta
(¥ & ben definita localmente ma non su tutto S*)

2) —y/(2* +y*)de + x/(2* + y*)dy € D' (R* — {0})
¢ chiusa ma non esatta (non si puod estendere a R?)

Note: 1) f: M — N appl. diff. = f*(d\) = d(f*(\)) VA€ DEN
2) A € D*N chiusa/esatta = f*(\) chiusa/esatta

Lemma di Poincaré X € DFR™ chiusa = esatta V1 < k <m

Dim. m =1 = k=1 = X\ & DR chiusa ed esatta
(A =df con f € C>®(R) definita f(z) = [’ A
m > 1~ ®F : DFR™ — DFIR™ definita per ogni k > 1

A=Y, )\I da’ cpk(A) — (—D)kLY  Arda!

dove: f(x fo Lol ade, T=1-{m}
A
= d(CIJk()\)) = (—1)’“ DY &daz%d:c Ly S Apdat
mEIJQI Ox mel
k+1 k (’9)\1
OFTL(dN) = (—1)">° > —dazj/\dx + 5" Ardz! —
mel j¢1 Ox méel
con = Y Ar(zt,...,2™ 1 0)dz!
méel
— 7T*()\|Rm—1)

= d(®*(\)) + P+ (dN) = X —
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d\ =0 = d\pm-1 = 0 = p = dv (induzione)
= A =d(®*(\)) +dv = d(P*(\) +v)

Corol. M varieta diff., k> 1, A € DFM chiusa < localm. esatta
(Vpe M 3AC M intorno aperto di p tale che A4 ¢ esatta)

Dim. p e M ~ (A, ) carta locale speciale intorno a p
A chiusa = A4 chiusa = A4 esatta (A= R™)

Integrazione

C' C M chiwuso ammissibile in M m-varieta diff.
& 1) C chiuso regolare (cioe C = Cl(IntC))
2) FrC =F U...UF; con F; C C C M chiuso
3) F; ch. ammissibile in N; C M (m—1)-sottovar. diff.

4) Intyn, F; N Inty, F; = @ per ogni ¢ # j

Note: 1) per m =0 ogni C C M e chiuso ammissibile
2) M chiuso ammissibile in se stesso con Fr M = &
3) CC M con FrC =N C M (m—1)-sottovar. diff.
\_ warietd con bordo (localmente = R™, R™")

C C ACR™ chiuso ammissibile (in A aperto in R™)
f:A— R continua con supp(f) C B=11 X ... X I,

~» f: B — R estensione di fijc definita f(x) =0VexeeB-C
~ Jo [t a™)datde™ = [ [ (et a™)dat L da™

tegrale di Riemann di f su C

Note: 1) [, fdz'...dz™ & ben definito (non dipende da B)
e st puo cambiare V'ordine d’integrazione (t.di Fubini)
2) Jo(af+bg)dazt. . . de™ = af, fdx'...de™ + b, gdx'... dz™
3) f<g= [, fdx'.. . da™ < [, gda’. . dz™
4) Ci1,Cy CAtec. C=CiUCy eIntCyNIntCy =<
= [, fdat. . da™ = fclfdaz1...dazm —I—fCQfdxl...dxm
5) h: A — A’ diffeo, C C A, C'"=h(C), y= h(x)
= [ fdy'...dy™ = [, f|det(y?/0x")|dx’. .. dz™
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M = (M, Q) m-varieta differenziabile orientata,

C' C M chiuso ammissibile, w € D™ M con supporto compatto

{(An, 0n)} C O atlante speciale, {f,} partizione dell’unita subord.

~ [ w 44 S (CNA) faw®dxt. .. dz™ integrale di w su C

Note: 1) [, w & ben definito (non dipende da {(An,¢n)} e {fn})
({(Bn,¥n)} C O atl. spec., {g,} partiz. dell’unita subord.
= > f%,(CmBn,) grrw¥dyt. .. dy™
= 2wt Sy, (cnanns,) fngwe?dy'. . dy™
= ), (Cna,nB, ) Ingnw? det (0y?/0z") dxt. .. dz™
= f%(CDAntn/) frgnwdzt. .. dx™
=> (CNAL) faw®daxt. .. dz™)
2) Jpaw+bw =a [ w+b [ 0w Va,be RVw,w € D"M

3) Ci,Cho CMtc. C=CUCy eIntCyNIntCy =2
= Jow=Jo,wt Jo,w YweD"M

}) orientazione opposta — O su M ~» integrali opposti

w € D™M forma di volume su M m-varieta diff.

%wp#()perogmlpEM

Prop. M varieta diff., 3 forma di volume su M < M orientabile

Dim. =) w € D™ M forma di volume su M = (M,S)
~ {(A,p) €S |w® >0 con = (x,...,2™) coord. su A}
atlante orient. su M (W%, w? > 0 = det(dy?/dx") > 0)
<) {(A,, on)} atl. orient. su M, {f,} part. dell’unita subord.
~w=Y fadx's...Adz™ forma di volume su M

Note: 1) {orientazioni su M} < {forme di vol. su M}/y~ fw v £>0
2) w forma di vol. su M (~ orient. su M) ~» misura su M
t.c. mis(C) = [,w per ogni C'C M compatto ammissibile

3) w forma di vol. su M ~» C*®(M) < D"™M (f < fw)
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M varieta diff., w forma di volume su M (~ orient. su M)
~> fc fw VY feC>®(M) con supporto compatto
C integrale di f su C C (M,w)

Nota: Vintegrazione di funzioni in M = (M,w) generalizza
Vintegrazione di Riemann in R™ = (R™,dx'A ... A dz™)
e soddisfa proprieta analoghe a 2,3 e 4 viste per questa

M varieta diff., C' chiuso amm. in N C M n-sottovar. diff. orient.
~ oA 44 Jo AN = [o7*A YA€ DM con supporto compatto

80 def

FryC = FiU...UF; con F; C N; (n—1)-sottovar. diff. di N
orientata in modo che V (A, ) carta speciale di N

tale che o(ANC) =R ={x € R"|z" > 0}

si ha (AN Ny, @ann,) € On, & (A,p) € (—1)"On

~> faol“ o > sz uw V€D 1M con supporto compatto

Note: 1) [, p & ben definito (non dipende da Fi,. .., F)
2) orient. opposta su N ~» orient. opposta su ogni IV;
~ integrali [, A e [, opposti

Teorema di Stokes
M varieta diff., C' ch. amm. in N C M n-sottovar. diff. orient.
= [odN= [ X YA e D" 'M con supporto compatto

Dim. si puo assumere N = M (sostituendo A in M con i*A in N)
e C' C M varieta con bordo (sostituendo M con M —U; Fry, F;)
T. fond. calcolo integrale = casi spec. M = R™e C' = R™ R'"
{(A,,pn)} atlante spec. orient., {f,} part. dell’unita subord.

~ Jodh =32, fgpn(CﬂAn) frndA =22, f%(CmAn) d(fn))
=20 f » (OCNAL) fnA = fac A

Esempio: C' C R* chiuso amm., f: R> — R diff. con supp. comp.

= fdx = —/ a—fdxdy e fdy = a—fd:cdy
C

oC oy oC c Oz
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Calcolo vettoriale in R*

coo(r?) 30, ppe 1OV ceopz)  ype _M, oo

‘ ’%Il 212 g}, 212

DORQ y ; DlRQ y ; DQRQ DlRQ y ; DQRQ

o, _0f 0 0f 0
grad f =V f = Ox Ox i Oy Oy
O 9, ovy  ov”
— r__ y____ — —
LV = Vo (v v ) = T Dy
O 9, ov*  ovY
. — . T ___ y____ =
divV =V (’U 8:C+U 83/) 97 + 9y
V_Uwi_kvygévmdx—l—vyd (tc WHV'W)
T or ' oy s
. o
V = Uxa_a: —I—Uya—y — vPdy —vVdr (t.c. W= wre(V,W))

f e fup = fduady

Nota: rot(grad f) =0

Corol. C C R* arco regolare orientato da p a g

feC®(R*) = [,(grad f,T)ds = f(q) — f(p)
Daim. fc<gT‘(ldf,T> ds = fo f’(S) ds = fc df = facf - f(Q) - f(p)
Corol. C C R* chiuso ammissibile compatto

VeVR = [ rotVwg = [, (V,T)ds
Dim. [,rotVwg: = [,(0vY/0x — Ov™/dy) dxrdy

= Jod(v'dz +vVdy) = [yc v"dr + vVdy = [, (V,T) ds

Corol. C C R? chiuso ammissibile compatto

VeVR = [, divVwgr =— [, (V,N)ds

Dim. [, divVwg: = [, (0v"/0x + 0vY/dy) dxdy
= Jod(w"dy —vVdz) = [y vTdy —vVdr = — [, (V,N) ds
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Calcolo vettoriale in R?

O (RY) grad, VR rot VR dav C=(RY)

‘ ¥ > ~];

070 9f 9 050
Ordx Oydy 0z 0z
0 0 0 )

rotV =V x (vxa—x —I—UQa—y +UZ$

dvF OuU\ O OvF TN O 00V OvTy O
(81;_8Uzy)8m_<;x_;z)8y+(8f_8vy>8z
0 8) ovt oY OvF

0
] p— . r___ y__ z__
divh =V (v 8x+v 8y+vaz 8x+3y+8z

grad f =V f =

V = Uxag + Uyag + Uzg LN vidx + v¥dy + vidz
x 2
] 8y ; (t.c. Wis V- W)
V = 0% — 4+ oY% — 4+ pF— N v¥dynrdz — vVdradz + vidrady

ox 0 0z
3 ! (tC (W17WQ) = ng(Va W17W2))
f+— fwprs = fdxrdyrdz

Note: 1) rot(grad f) = 0, div(rotV) =0
NV s A\, W e = VW s Aap

Corol. C C R? arco regolare orientato da p a g
feC®(R) = [,(grad f,T)ds = f(q) — f(p)
Dim. [ (grad f,T)ds = [.f'(s)ds = |, df = [, f = f(a) — f(p)

Corol. C C S chiuso ammis. comp.in S C R? superf. diff. orientata
VeVR = [ (rotV,N)dS = [, (V.T)ds

Dim. [, (rotV,N)dS = [.(rotV, Xy x Xy) dt'rdt*

RV VI
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= [, d(v¥dz + v¥dy + v¥dz)
= [0 vidr +vVdy +vidz = [, (V. T)ds

Corol. C C R’ chiuso ammissibile compatto
VeVR = [, divVwg = [,,(V,N)dS
Dim. [, divVwpgs = [,(0v"/0x 4+ 0vY /Oy + 0v*/0z) du~dyndz
= [, d(v*dyrdz — vWdzrdz + v¥dxady)
= [ vidyrdz — v¥dradz + videady
= f8C<V’ X1 X XQ> dlfl/\dt2 = f8C<V7 N> asS



