Geometria 2 Curve e superfici topologiche /1

Varieta topologiche

M varieta topologica di dim m (m-varieta topologica)
& spazio top. Ty, II numerabile e localmente euclideo
(Vpe M 3A C M intorno aperto di p
Jdp: A— p(A) omeo con p(A) aperto in R™)

Note: 1) (A, ) carta locale di M
~ (Ty,...,Tm) coordinate locali su A C M

2) Vpe M (A, p) carta locale speciale intorno a p
tale che: ¢(p) =0, p(A) = R™, CLA C M compatta
3) M localmente euclideo < M = U,>14,
con (A, en) carta locale (speciale) Vn > 1
(A ={(A4,,¢n)}n>1 atlante (speciale) di M)

Esempi: 1) M = aperto in R™ ~ A= {(M,idy)}
2) S™ C R™H ~ A ={(A;,¢i)}i=1.2 carte stereografiche
(A; = S™ —{p;}, @i : A; — R™ proiezione stereografica
definita @; (1, ..., Tme1) = (1, Tm) /(1 £ 2p41) )

P1 RTI’L—{—l
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3) T™ ~ A = {inverse locali di 7 : R™ — T™}
4) P™ = P(R™") ~ A= {(Ai, i) }i=t1,...m+1 carte affini
(Ai ={lz1, .., xm] € P |2 # 0}, @i 1 Aj — R™

definita @;([T1,. ., Tmyi1]) = (X1, ., Ty ooy Tina1) /T
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R N2 p € P™=P(R™")
L wi(p)
// ol {zi = 0}

/o

Note: 1) M m-varieta top., N C M aperto = N m-varieta top.

(A~ Ay ={(ANN,pann) | (4, p) € A})

2) M; m-varieta top. Vi = My U...U M, m-varieta top.
(Al,...,An ’\».A — .A1U...U.An)

3) M; m;-varieta top. Vi = My X ... x M, X;m;-varieta top.
(AZ ~ A= {(A1 X ... XAn,gpl X ... X gOn)‘(AZ,QOZ) E.AZ})

k) M m-var.top., p: M — N rivest. finito = N m-var. top.
(Ap ~ An = {(B,v = ¢ (p) ") | (Ai, ) € Aur)})

5) M m-var.top., p: N — M rivest. numer. = N m-var. top.
(Ayv ~ An = {(Ai, =p o) | (B,p) € Aum)})

M m-varieta topologica, (A, @) carta locale speciale
~ @ : M — S™=R™ continua t.c. P4 = e (M — A) = 0

Prop. M m-varieta top. compatta (vale per ogni varieta top.)

= M — R™ timmersione con n > m

Dim. A= {(A1,¢01),..., (A, k) } atlante speciale finito ~»
O X ...XQp:M—S"x...x8™C Rm+DE sonmersione
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Prop. M m-varieta topologica = M metrizzabile

Dim. A = {(An, ¥n) }n>1 atlante speciale numerabile

~ d(p,q) = End(Pn(p): Pn(q))/2" metrica per M
(d continua = B(p,e) C M aperto Vpe M Ve >0
pEACM = dn de >0 t.c. B(on(p),2") C o,(ANA,)

= B(p,e) C A (d(p,q) <& = d(pn(p),Pn(q)) <2"¢)

Classificazione delle 1-varieta top. (curve topologiche)

Lemma. M curva topologica =
38 = {Sh}n>1 ric. num. loc. finito di M (segmentazione)
t.c. 1) .5, “segmento” Vn (Fh, :[0,1] — S5, omeo)
2) Sp, NSp, =@ o “estremo” comune Vny # no

Dim. A = {(4,,¥n)}n>1 atlante speciale numerabile
tale che M = U,>1C,, con Cp, = o, 1 ([—1,1])
~ {Sp}tn>1 tc. 1),2)e3) CiU...UC, CS1U...US,,
(induzione a partire da m; =1 e Sy = C}
StyeeesSm 0~ S sy O,
= Clg, componenti connesse

da Cn — (Sl U---USmn—1))

Prop. M curva topologica connessa < M = R! o S!

Dim. ogni “vertice” di § e estremo di due “segmenti”
~ § = {5, }i ez rinumerazione t.c. S,, NSy, # 2D
ki :li,i+ 1] — Sp, omeo t.c. kj(i + 1) = k;11(7)
~ k =U;k; : R — M omeomorfismo se M non compatto
rivestimento se M compatto
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Classificazione delle 2-varieta top. (superfici topologiche)

M, My superfici topologiche connesse
de,
o My # My == (M — Int By) U (My — Int B) /p ~ h(p)
con By, By = B* e h: Fr By — Fr By omeo

"B, By
M1 —ITLtBl MQ_IntBQ M1 #MQ

Note: 1) My # M, & una sup. top. connessa (somma connessa)
t. di Schonflies = M; # M, ben definita a meno di omeo
2) # commutativa e associativa, S* = elemento neutro

def

Esempt: T,
Py

T* # ... 4 T* sup. orientabile di genere g ( > O)
P? # . # P? sup. non orient. di genere g ( > 1)

T, C R’

def

Lemma. M superficie topologica =
AP = {P,}n>1 ric. num. loc. finito di M (poligonazione)
t.c. 1) P, “poligono” Vn (Fh, : D, — P, omeo con

D,, C R* poligono convesso)
2) P,, NP, =3 o “vertice” o “lato” Vny # ns

Lemma. M superficie topologica connessa compatta
& M = D/~ con D C R* poligono convesso e ~ relazione
d’equiv. che identif. 1 latt di D a coppie
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Dim. P ={P,..., P} poligonazione finita di M
ogni “segmento” di P e “lato” di due “poligoni”

~ P ={P,,,..., Py } rinumerazione t.c.
P, N(P,,U...UP,, ) DS; = “lato” «» L; C Dy,
~ D=D, U, Dy, UL, l)nfg |—|L4 U

D,

k

Prop. M superficie topologica connessa compatta
S M=T,cong>00M=PFP, cong>1

Dim. M = D/~ + induz.sun = # “lati” di D = M =T, # P,

n=2) a a
@ ~ S*(=Ty) @ ~ PP (= P)
a a
n=1,) a
b b = T (= Ty) (gli altri casi sono in n > 4)
a

n>4) I caso: 3 lati che si identificano con orient. concordi
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IT caso: lati in A non si identificano con lati in B

AN
&
112

111 casjz
‘Il M M’
B).[A
b>§1+b = €/////Q
cli|D

Resta da provare che: T? # P* = P?* 4 P> 4t P?

a a ¢ b
T2#<>§b b Pg#b c
a C
C a

112

Nota: dim. ~ rappresentazione canonica delle superficy
p o~ {Th # P? con h= (g —1)/2 se g dispari

Ty # P* # P* con h = (g — 2)/2 se g pari

anp

C1
bh ap, bh

ap bh

P, con g disp. P, con g pari




Geometria 2 Curve e superfici topologiche /1

mp_ 7-‘-1(1—"9) = <alablaa‘27b27 ---aag7bg | [a'17bl][a27b2]”'[a’gabg]>

(P,) = {<a1ab1,---,ah,bh701 | [a1,b1]...[ag,by]c]) se g dispari
T ~ |
1y (a1,b1,...;ap,bp,c1, ¢l [ar,bi]...[ag, by)cics) se g pari

H(T,))=Z*Vg>0 e H(P) =79 ' ®ZyVg>1

Dim. applicazione del teorema di Seifert-Van Kampen

con: X1 = (Int D)/~ = Int D semplicemente connesso
XQ = (D — {p})/N =~ (FT'D) ~ = \/nS1 € X1 ﬁXQ ~ S1

Prop. Le superfict Ty, con g >0 e P, con g > 1
sono a due a due non omeomorfe

Dim. glv H; sono a due a due non isomorfi

Nota: mm questo caso passando da 7 ad H; si conservano
abbastanza informaziont per distinguere le superfici

M superficie topologica compatta, P poligonazione di M
(M) =L # {poligoni di P} — # {lati di P} + # {vertici di P}

caratteristica di Eulero-Poincaré di M

Note: 1) x(M) e ben definita, cioe non dipende da P
(P" suddivisione di P = xp/ (M) = xp(M),
VP 3P suddivisione comune a P’
t.c. P ~ rappresentazione canonica)

SQ) = 2, X(PQ) =1, X(TQ) =0

2) x(
(My # M) = x(My) + x(Mz) — 2
(
(

3)
-

4)

Ty) =2—29 Vg=>0 e x(Py)=2-g Vg=>1
M) e invariante per omeo, quindi distingue tra loro

< <X <X X

—

e superfict ortentabili e le superfici non orientabali
M orientabile = IM — R? = AMb — M
M mon orientabile = M = M’ # P?> = 3 Mb — M)

VS

Conclusione: M, M’ superfici topologiche connesse compatte
M=M < 7T1(M) = 7T1(M/) ~ Hl(M) = H1(M’)
s x(M) =x(M') e M, M’ orien./non orien.




