Geometria 2 Superfici regolari mello spazio /1

Superfict regolart nello spazio

S C R? superficie (differenziabile) regolare
& vpe S 3w:D— R con DC R? aperto (connesso)
e w(D) intorno aperto di p in S

parametrizzazione locale regolare
t.c. 1) w immersione topologica (= w(D) = D)
2) 3 continue in D tutte le derivate parziali
OFw/Ou;, ... 0u;, Vk >0 (w differenziabile)
3) X1 = 0w/du; e Xy = 0w/0uy linearm. indipendenti,
Ox/0uy Ox/0us
cioe rg| Oy/Ouy Ay/Ous | =2 (w regolare)
0z/0uy 0z/0us

Note: 1) X; e X, dipendono dalla parametrizzazione w
e 1 generale non esistono ortonormali né unitar:
(non esiste una parametrizzazione “naturale”)
2) S C R? superficie regolare < S superficie top. “liscia”
3 piano tangente a S in p, Vp = (Z,7,2) = w(ty,uz) € S
3) w(ug,us) =p+ Xy () (uy —ay) + Xo (@) (ug — Uy) + e(u—u)
r =7+ 0x/0uq|y—g(us — uy) + 0x/0us|y—z(us — us)
~ Ly =4+ 0y/Out|y—a(ur — ) + 0y/Ous|y—z (us — Us)
2 =Z 4 0z/0uq|y=zu(us — 1) + 02/0us|y—z (us — Us)
(equazione parametrica piano tangente a S in p)

Prop. S C R? superficie regolare
«— Vpe S IAC R’ intorno aperto di p tale che
SNA=A{(z,y,z) e A|E(z,y,2) =0} con E: A— R
t.c. 1) E ha tutte le deriv. parz. cont. (F differenziabile)
2) VE = (0F/0x,0E/0y,0F/0z) # 0 (E regolare)

(E(x,y,z) = 0 equazione cartesiana locale regolare)

Dim. =) w: D — R? parametriz. locale regolare t.c. p = w(u)
Q= (Xy(u),X2(uw)) (matrice delle derivate parziali di w)
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det Q5 # 0 in p (det Q. # 0 e det 2, # 0 sono analoghi)
~ uy(x,y) e us(x,y) funzioni differenziabili tali che
z—z(ui(z,y),us(z,y)) = 0 equaz. cart. locale regolare
<) 0E/0z# 0 in p (OE/0x # 0 e OE /0y # 0 sono analoghi)
~ @ : D — R differenziabile tale che
{(z,y,o(z,y))} intorno aperto di p in S
~ w(ug,us) = (U, us, p(ug, us)) param. locale regolare

Note: 1) w: D — R’ parametrizzazione locale regolare
= (Eow)(ur,us) = E(x(ur,us),y(ur,us), z(uy,us)) = 0
= J(Fow)/0u; = VE(uy,us) - X;(ug,us) =0 per i =1,2
= VE(w(uy,us)) vettore normale a S in p = w(uq, us)
2) P = (f,g,Z) ~ VE(f,g,Z) ) (x—f,y—g,z—z) =0
(equaz. cart. piano tangente a S in p)
3) S C R’ superficie regolare < loc. grafico di funz. diff.

S C R? superficie regolare

f 85— R"™ funzione differenziabile in p € S
PLEN fow:D — R™ diff. Vw : D — R? param. loc. reg. di S int. a p
(non dipende da w = basta che Jw t.c. fow: D — R™ diff.)

f: 5 — R" junzione differenziabile & f daff. in p per ogni p € S

VeTl,S ~V=uv Xi(p) +vyXo(p) con vy,vy € R comp. di v
~ OfJOV = v O(f cw)/Ouy + vy O(f ow)/Ouy
C 0/0V derivata direzionale di f: 5 — R™ funz. diff.

Note: 1) 9f/0V ben definita (non dipende da w)

of _of of
2) IV £ b _a8V+b8W Va,be R YV,W €1T,S

d(af+byg) of . 99

3) % :(IW—H)W Va,be R Vf,g: S — R
of-g) Of Jg . n
b =5 =gy 9@ Hfp) 57 VabeR Vfg: SR
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S C R? superficie regolare orientata (con verso per gli angoli)
w: D — R? parametriz. locale regolare (con ’orientazione data)

p=w(u) ~ Xy(u) = 0w/Juy = (0x/0uy,dy/0uy,dz/Juy)
Xo(u) = 0w/0us = (0x/0uy, 0y/Ous, 0z/0us)
vettori (lin. indip.) applicati in p tangenti a S
~ 1,8 = (X1(u), Xo(u)) spazio vett. appl. in p tang. a S
prano tangente a S in p
N(p) = Xy (u) x X (u)/ X1 (u) x Xs()]

versore normale a S in p

<p=w(u) > <p=w(u) >
N(p)

Note: 1) T,,S univocamente determinato (non dipende da w)
2) N(p) univocamente determinato (non dipende da w)
orientazione opposta ~» versore normale N (p) opposto

3) S=w(D) = AreaS = [, [| X1 (u) x Xo(u)|| duidus

Operatore forma e curvature

S C R? superficie regolare orientata

peS~ L,: 1,5 — T,5 operatore forma di S in p
definito L,(V) = —-0N/OV VYV e€T,S

Note: 1) L, ben definito come applicazione, cioe L,(V) € 1,5
(N-N=|N||=1=0N/OV-N(p) =0= L,(V) L N(p))
2) L, € EndT,S, cioe L, lineare (segue dalla nota 3 sopra)
3) orientazione opposta su S ~» operatore forma L, opposto
peS ~ K(p) det L, «— curvatura di Gauss di S in p
def 1

H(p) étfr L, «— curvatura media di S in p

def
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Note: 1) K(p) indipendente dall’orientazione di S

H(p) dipende dall’orientazione di S (solo per il segno)
2) K,H : S — R funzioni differenziabili

Prop. S C R’ superficie regolare orientata, p € S
= L, operatore simmetrico su 1,5

Dim. w : D — R? param. locale regolare di S intorno a p

~ {X1 = 0w/0uy, Xy = Ow/Ouy} base di T),S
N-X;=0=0N/0X; - X; +N-0X,;/0X; =0

= L,(X;) - X; = N-9°w/0u;0u,
N-X;,=0=0N/0X,-X;+ N-0X,;/0X; =0

= Lp(Xj) - X; = N - 8%/8%8%
= L,(X;) - X; = X; - L,(X;) (0°w/0u;0u; = 0*w/0u;0u;)
= L,(V) - W=V.L,(W)VYV,WeT,S (L, simmetrico)

Teorema spettrale ~ {T1(p),T5(p)} base ortonomale di 7,5
di autovettort per L,

ki(p) 0
M(T“TQ)LPZ< 0 ka(p)

pES ~ Ki(p),ka(p) «— curvature principali di S in p

) con k1(p), k2 (p) autovalori di L,

Ti(p), To(p) «— direzioni principali di S in p

Note: 1) K(p) = r1(p)ra(p) e H(p) = (k1(p) + £2(p))/2
= ki(p) = H(p) = /H(p)* — K(p)
~ K1, Ko 0 S — R funzioni continue, diff.. in {k1 # Ko}

orientazione opposta su S ~ curv. princ. K;(p) opposte
2) k1(p) # Kka(p) = T1(p),To(p) univocamente determinati
a meno del segno e dell’ordine

~ Ty, Ty 0 S — {k1 = Ko} — R? funzioni diff.
def

3) linea di curvatura di S C C S curva regolare

t.c. T'(p) vers.tang. a C' in p coincide con T;(p) Vp € S
(k1(p) # Ko(p) = 3! due linee di curvatura di S per p)
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Esempi: 1) S superficie piana = N cost. = L =0 (& K =H = 0)
S superficie connessa, L = 0 = N cost. = S piana

(N cost. = I(N-X)/0V =0N/OV - X+ N-0X/0V =0

= N - X = cost. con X € § vettore posizione)

2) S = superficie cilindrica (localmente euclidea)

N
110 ol ki (p) = 0,k (p) = 50, (p)
NO) T | Kp) =0, H(p) = 5c,(5)/2

Ao —

i
il

TS
k1 =0,k =1/r k1 =0,k =—1/r
K=0,H=1/2r K=0,H=—-1/2r

3) S = superficie sferica (non localmente euclidea)

®
@

K1 =Ko = 1/7 Ki =Ky = —1/r

K=1/r* H=1/r K=1/r* H=—1/r

peS ~ gp: 1,8 xT,5 — R definita g,(V,W) =V - W
prima forma fondamentale di S in p
by : T,8 x TS — R definita £,(V,W) =L,(V)-W

seconda forma fondamentale di S in p
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Note: 1) g, = prodotto scalare ristretto a 7,5 (intrinseco)
¢, = forma bilin. simm., dipende da S C R? (non intrins.)
2) w: D — R? parametrizzazione locale regolare
~ X; = 0w/0u; , X;; = 0X;/0X; = 0°w/0u;0u;
(=1)" g5
g
(infatti g = [| X1 x X5|?)

g9ij = Xi- Xj, g = det(g;) , 9" =
X1 X Xy o X1 X Xy
[ X1 % Xo] V9
L =L(X;) =Y, 06X, = 01X, + 03X,

by = U(Xi, X;) = Li- X = N - Xi5 (= bij = 32, L7 g5n)

N =

‘ ' Ci1lnn — 03
K = det(¢]) = det(g7F) det (£i) = ————
g
l ' 1 ; C11929 + 11429 — 2019019
H==tr(?)=="., l;rg"* =

K12 = H:E\/HQ—K > Tl’g

Prop. Si,55 C R? superfici regolari orientate, h € Isom R? tale che
Sy = h(Sl) come sup. orient. (hj: Sy — Sy cons. l'orient.)

= Gty (he(V), hu (W) = g5 (V, W)
Eg) ))( (V) ( )) B KSl(V W) } VV,W € TpS1 Vp ~ S1
= KSQ( (p)) = Ks,(p) e Hs,(h(p)) = £ Hs,(p)

k5 (h(p)) = £ 6745 (p) e TL3(h(p)) = hi(T1h(p)) } vpes

(£ a seconda che h conserva/inverte l'orientaz. di R?)

Dim. Ng,(h(p)) = £h(Ng,(p)) Vp € S (se h cons./inv. l'orient.)
= Lyt (ha(V)) = £ ha(L3(V)) VV E TS Vp € Sy (R lin.)

Forma canonica

S C R? superficie regolare orientata, p € S

(,y,2) coord. ortog. t.c. p=0,T,5 = (ez,ey) , N(p) = e,
~ {z = f(x,y)} C S intorno aperto di p in S
con f: D — R diff. t.c. f(0,0)= f1(0,0)=f,(0,0) =0
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~o w(ug, ug) = (U, ug, f(ug, us)) param. locale regolare t.c.
X1 (ug,ug) = (1,0, f (U1,u2)) Xo(ur,uz) = (0,1, f, (u1,u2))
s X11(u1,u2) (0 0 (U1,’U,Q)) s 611(0, O) - :’U’x(O,O)
XQQ(U1,U/Q) = (0,0, Yy ( 1,’&2)) 2 EQQ(0,0) — S/C/y(O,O)
Xio(ur,ug) = (0,0, éy( ut,ug)) ~ £12(0,0) = gy(0,0)

2(0,0) :’c’y(070)>

e Moaxte = 270,00 = ( 7,(0,0) £7,(0,0)
zy\Y yy \Us

~ K(p) =det Hf(0,0) e H(p) =tr H¢(0,0)/2
(,y,2) coord. ortog. t.c. ey =T1(p),ey = Tg(p
0

).ez = N(p)
o [ (0,0) = K1(p) 5 f1,(0,0) = ka(p) , f2,(0,0) =0
sz = KIT(M:I:Q + /{QT(myQ + e(z,y) «— forma canonica di S in p

p punto ellittico <% K(p) >0 (& ki(p),k2(p) # 0 concordi)

H(p) >0 H(p) <0

p punto _iperbolico PLEN K(p) <0 (& ki1(p),k2(p) # 0 discordi)

altrimenti H(p) 2 0 a seconda
di quale k;(p) prevale
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p punto parabolico PLEN K(p) =0,H(p) # 0 (< una sola k;(p) = 0)
H(p) > H(p) <0

0
[ 5] [+ey A
K Bay /\N/ry
NL s

S K\r
N /[
T,S | Tps/ //AJr e(x,y)

N

- p

p punto planare <= K(p) =0,H(p) =0 (< k1(p) = Kka(p) = 0)

z
TN Y (net punti planari e parabolici

= p ,x  e(x,y) e determin. per la forma
| di S ma non per L,,K(p) e H(p))

S = T,5 + e(x,y)

Curve in superfici regolart

S C R? superficie regolare orientata

C' C S curva regolare orientata, p € C
~ K& (p)
K& (p)

def

Tng(p) (Ko (p)) «— vettore curvatura normale
7, 5(Kc(p)) «+— vettore curvatura geodetica

def

((Te(p) ,Ns(p) x Te(p)) base
ortonormale positiva di TpS)
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Kc(p) - Ns(p) = | K5 (p)]
curvatura normale di C C S in p

def
k& (p) = Keo(p) - (Ns(p) x Te(p)) = £I1KE ()
curvatura geodetica di C C S in p

N def

~ K (p)

Note: 1) il segno di kY (p) dipende solo dall’orientazione di S
il segno di k2 (p) dipende dalle orientazioni di S e C

2) k¥(p) = ke(p) cosV , k2(p) = £rc(p) sin g

Teorema di Meusnier

S C R? superficie regolare orientata,
C' C S curva regolare orientata, p € C

= rg (p) = U(Tc(p), Te(p)) dipende solo da Te(p)
Dim. ¢ (p) = Kc(p) - Ns(p) = 0Tc/0Tc(p) - Ns(p)
= —0ONs/0Tc(p) - Tc(p) = UTc(p), Tc(p))
T € T,(S) versore tangente a S in p
o 1(T) == ¢(T,T)
C curvatura normale di S nella direzione T in p

Note: 1) ke(p) = k(Te(p))/cosd (9 # 7/2)
= k(T) = £ minima curvatura delle curve C' C S

passanti per p con direzione T (Teo(p) =T)
2) C'= SN7 sezione piana con p € T piano
= ko(p) = |k(Te(p))|/sin con p = NgN;
= k(T) = curvatura della sezione piana normale

dr S p mella direzione T', definita
come C=SNm con ™= (Ng,T)ag

Teorema di Eulero

S C R? superficie regolare orientata, T' € T,S versore

—_—

= k(T) = Ky cos’a + Ky sin*a dove a = T4 T

Dim. x(T) = ¢(T,T) = l(cosa Ty + sina Ty, cosa Ty + sina Th)

= cos?a U(Ty, T)) +sin*a €(Ty, Ty) = k1 cos®a+ Ky sin“a
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Note: 1) k12(p) = kK(T1,2) curvature normali nelle direz. principali
= min. e max. tra le curvature normalit di S n p
2) T € T,S direzione asintotica di S in p & k(T)=0
p € S punto ellittico/parabolico /iperbolico /planare
= esistono 0/1/2/00 direzioni asintotiche di S in p
3) C C S linea di curvatura PN To(p) =Ti2(p) Vpel
C C S linea asintotica <= Tc (p) direz. asintotica Vp € C

Deriata covariante

S C R? superficie regolare, V € T},S vettore tangente
W : S — R? funzione differenziabile tale che W(q) € T,S Vg€ S
- campo_di vettori (tangenti) su S

\VEA 17 ol m7,5(OW/0V) € T,S «+— derivata covariante in S

Note: 1) Vi W ha le stesse proprieta di IW/9V (linearitd di 77, 5)
2) v: I — S diff. (reg.) = Vﬁ,(t)W = 7r1,,s(W'(t)) Vtel
(V,b;,(wW definita anche se W definita solo su C' = y(I))

w: D — S parametrizzazione locale regolare
e Fij (U1, uQ) - vii(ul,uz)Xj — WTw(M:%)S(Xij(ul’ uQ))
I’fj(ubuQ) comp. risp. a {X1, Xo} (Tyy = T'j; X1 + 17, X5)
stmboli di Christoffel di I specie

Lijk(ur,ug) proiezioni su { X1, Xo} (Iije = T'ij - Xi)
U simboli di Christoffel di II specie

Note: 1) I';; differenziabili = F e I'ijr differenziabili Vi, j, k
2) Xi; =X = Ty =Ty, :> Uy =T e Ty =Ty Vi, j,k
3) ijk = Zhghkl“h- = Fk Zhghkrijh &) j,k’
b))V = Z v, X, € T,S,W = Z w; X,; campo di vettori

SW = > v@(‘?wk/aX —I—Z Fk v; w;) Xk
5) oz(s) = w(uy(s),us(s)) parametriz. natm‘ale di C' C S
= Kg(p) = nr,5(Kc(p)) = mr,5(a(s)) =
= Voo« = 2 (ug(s) + 22, Tiui(s)uf(s)) Xy,
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S C R? superficie regolare, C C S curva regolare (orientata)
V' campo di vettori tangenti a S lungo C' parallelo (lungo C')
PLEN VS Te (p )V =0 Vpe C (non dipende dall’orientazione)

Note: 1) v: I — C param. regolare di C' ~ V(t) = V(v(t))
V parallelo < V/(t) - X14(y(t)) = 0 per ogni t € I
2) () = wlur(t),us(t)) , V() = 22 vi(t) Xs(v(2))
~ V parallelo < V72, (t)V = 0 per ogm cl

<:>Uk( ) __Z,j ij z( ) j(t) per k=1,2
3) S superficie piana ~ V parallelo < V' costante

Prop. S C R? sup. regolare, C C S arco di curva regolare tra p e ¢
V eT,S ~ Vo unico campo p(m'allelo lungo C t.c. Va(p) =V
~ 78 T,8 — T,S definita 75, (V) = Ve(q) VV € T,S

C trasporto parallelo da p a g lungo C

Dim. v : I — S param. reg. di C t.c. v(0) = p ~ V& unica soluz.
del problema di Cauchy: V'(t) - X12(v(t)) =0,V (0) =V

qu applicazione lineare ben definita

)

2) ¢ isometria euclidea (VC -We =V - W cost. lungo C)
)
)

q

Tp
S superficie pmna = 7, = traslazione (indipend. da C')

pq
) in generale 7, 7& 2 0 equwalentemente fp vdr, s

(C=FrD, D C S dmsco = 7‘ «~o curv. di Gauss in D)

(DX A5
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5) v: I — S differenziabile (regolare)
V' campo di vettori tangenti a S lungo C' = ~v(I)
(T%t),,y(t%))_l‘/(v(t +¢)) =V(())
£

= Vv/(t)V = limq_
Geodetiche

S C R? superficie regolare
def

“curva” loc. reg. t.c. k2(p) =0VpeC
(ke (p) = [k(Te(p))| = min. curv. Vp € C)
v : I — S parametriz. geodetica di C & v(t) = |7 (t)|| = cost.

C' C S linea geodetica

Note: 1) C' C S rettilinea <= geodetica
2) C C S geodetica < Ke(p) - Xi2(p) =0 VpeC
3) v: 1 — S param. geodetica < ~"(t)- Xy 2(y(t)) =0 Vt el
& Vj(t)v’ =0 Vtel (7 (t) e parallelo lungo C' = ~(1))
L) v(t) = w(uy(t),us(t)) param. geodetica in S = w(D)
S up(t) = =2 Dy (t)u)(t) per k=1,2
C equazioni delle geodetiche di S

Prop. S C R’ superficie regolare, p € S, V € T,,(S)
~ vy Iy — S unica parametrizzazione geodetica
massimale t.c. 7 (0) =p e, (0) =V
~ Cy =y (Iy) linea geod. se V # 0 (= {p} se V =0)
Dim. vy e Uunica soluzione massimale del problema di Cauchy:
W (t) - Xia(w () =0, (0) =p, 7 (0) =V
Note: 1) vy € regolare se V # 0 e naturale se |V =1
2YVa#0 = I,v =1Iv/a e v (t) =y (at) Vit € Iy
= Cyy = Cy (unica linea geod. con dir. V in p)

peES ~e,: DS — S applicazione esponenziale di S in p
appl. diff. t.c. e,(V) =~y (1) con 0 € D,S C T,S = R* ap.
regolare in un int. di 0 (V€ TyD,S ~ ey (V) = 7(,(0) = V)

S superficie completa JLIN Iy =R VVeTI,5 VpesS
< D, =1T,5 VpelS
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[sometrie tra superfici

f Sy — Sy applicazione tra superfici regolari Sy, Sy, C R?
differenziabile L fow:D — R? differenziabile
Vw: D — R? parametriz. loc. reg. di Sy
< Vpe S dJwintorno a p t.c. to fow diff.
regolare & f ow regolare Vw parametriz. loc. reg. di Sy

< Vpe S dJwintorno a p t.c. 1o fow regolare

p €St ~ fo i TpS1 — TSy applicazione tangente a f in p
tale che fo (7' (t)) = (fovy)'(t) Vv : I — Sy diff.

Note: 1) f. ¢ lineare t.c. X{) — X{:’Qw YV w parametriz. loc. reg. di Sy
2) (gof)s=g«o fsper ogni f: 51 — S eg:Sy — S3 diff.
3) f=hy con he AffR’ = f, «> h, (a meno di traslazioni)

i S1 — Sy isometria (intrinseca) tra superfici regolari Sy, Sy C R?
def . . .
ALy omeomorfismo differenziabile regolare

t.c. iy TpS1 — Tj(p)S2 isometria euclidea Vp € Sy
(< Lung(i(C)) = Lung(C) VC C S; curva regolare)

Nota: 7 tsometria < wy : D — 51 parametriz. locale regolare ~»
wy = 10wy : D — Sy parametriz. locale regolare
t.c. g(;;l (u17u2> - g;ﬂ]@ (u17u2) \V/’I,,j v (u17u2> cD

Prop. V® univoc. determ. dalla I forma fond. di S (cioe dalle g;;)
i:S1 — Sy isometria (intrinseca) = VZQ(V)Z'*(W) — i, (VW)

Dim. w: D — S param. loc. reg. ~ X;, X;;, gij

.
;I‘Zk = Xij - X + Xj - Xik = Lijie + Likj
: 1 0gjr | Ogik  0gij
- FZ = —( J — J)
Ik 2 8uz * 8uj auk

Corol. 7 : S; — S5 isometria tra sup. regolari orientate Sy, .Sy C R?

Cy C Sy, Cy=1i(Cy) C S curve regolari orientate =

Iig;(’b(p)) = j:/igll(p) (£ a seconda che i cons./inv. Vorient.)
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Dim. k¢.(p) = Kc(p) - (Ns(p) x Te(p )) K2(p) - (Ns(p) x Tc(p))

KZ(i(p) = V3L oy To. = i (V3L ) Tey) = i (KGi(p))
NSQ(Z(p)) X TCQ(/I:( )) iz*(NS1( ) X TCl( ))

Corol. i : S1 — S5 isometria tra superfici regolari Sy, Sy C R’

Cy, = i(Cy) C S5 linea geodetica < C; C Sy linea geodetica
Yo =10y : I — Sy param. geod. < v : I — S1 param. geod.

Dim. Cy C Sy geodetmca & /152 =0 < /1?;11 =0 & (7 C 51 geodetica
2 1

Teorema “egregium” di Gauss

Kg (curv. di Gauss) univoc. determ. dalla I forma fond. di S
i S1 — Sy isometria (intrinseca) = Kg,(i(p)) = Ks,(p) Vp € Sy

Dim. w: D — S param. loc. reg. ~ X;, X, gij, N, Li,f‘z,&j
0X;/0X; = V5, X; + ;N
{ ON/OX; = -3 11X,
X (V% X) TR L
0X;0X; 0X; 0X;
prS(aQXk/aXian) = prS(aQXk/anaXi)
~ VRVE X3 =VEVR, X = L Li — i Ly = 3, (Gil] — i l}) X
~ Ry~ (Viyink — VijviiXk) - Xy, = Ciplin, — il
= K = ({1109 — (3,) /g = —Ri212/g dipende solo da (g;;)

equaz. di Gauss-Weingarten

Note: 1) K = —Ry912/9 = K intrinseca ¢ —Ri215/g indip. da w
2) i:851 — S isometria (intrinseca) # Hg,(i(p)) = Hg,(p)

Lemma. S C R? superficie req. orientata, C C S curva geodetica
~ No(p) = £ Ns(p),Be(p) = Te(p) x No(p) € T,S VpeC
= 01c/0Tc(p) = £4(Tc(p), Te(p))Ne(p)
0Bc/0Tc(p) = £€(Tc(p), Be(p))Ne(p)
Dim. 0T¢/0Tc(p) = ke(p)Ne(p) = £x(Te(p))Ne(p)
Te-Bec=0,Bc-Be=1= 0Bc/0Tc(p) || No(p)
Nc-Bo =0 = 0Bc/0Tc(p) - No(p) = £0(Tc(p), Be(p))
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Teorema fondamentale

S1, Sy C R? superfici regolari orientate connesse, sono equiv.:
1) 3h € Isom R’ tale che Sy = h(S;) (come superf. orientate)
2) di: 51 — Sy isometria (intrinseca) che conversa 'orient.
tee. L (i (V) = i (L1 (V) VV € T,S,
3) Af: 51 — Sy omeo diff. regolare che conserva l’orient.
t.c. wi D — R wy = fow : D— R? param. loc. reg. di Sy »
= gi; (u) = gi7 (u) e 63 (u) = £ (u) Vue D
Dim. 1) = 2) ’i:h|51 :Sl_>SQ
2) = 3) f =i (isometria & g7 (u) = g7 (u))
3) = 1) £ (u) = €7 (u) (a meno di riflessioni di R?)
pES; ~ helsom'R? tale che
h(p) = f(p) e h*| = [ 1 1551 — Tf(z—))SQ
E = {p e St |h(p) = f(p) e h*| = fi: Tp51 — Tf(p)SQ}
E chiuso in S7 (per la continuita)
E aperto in S; (lemma: p € E = e,(D,) C E)
= E =51 = h(S1) =95

Nota: nei punti 2 e 3 ha il segno + < h € Isom™ R?

Superfici di rotazione

S C R? superficie (regolare) di rotazione
&g generata da una curva G C R? (generatrice)

che ruota intorno a una retta a C R? (asse di rotazione)

1. d .
C' C S meridiano &0 =8no con o semipiano uscente da a

parallelo L NYS; circonf. generata dalla rotazione di p € G

Note: 1) si puo assumere come generatrice G ogni meridiano di S
2) meridiani e paralleli sono linee di curvatura di S
(C =S5SNo = (9N5/(9Tc(p) C o = H Tc(p) Vpe C)
3) C C S meridiano = C curva geodetica di S
4) C C S parallelo: C' curva geodetica < 1,5 || asse Vp e C
C linea asintotica < 7,5 L asse Vpe C
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Asse di rotazione = asse z
~ w(u,v) = (r(u) cosv,r(u) sinv, z(u)) param. regolare di S

con a(u) = (r(u), z(u)) param. naturale del meridiano S Ny,
~ Xy (u,v) = (r'(u) cosv,r'(u) sinwv, 2’ (u))

Xy(u,v) = (—r(u) sinv,r(u) cosv,0)

N(u,v) = (=2 (u) cosv, — 2’ (u) sinv, " (u))

~ Fmer (u) = ' (w) 2" (u) — 1" (u)z' (u) Z X
’%pm‘(u) = 2" (u)/r(u) r(u o
K(u) = —7r"(u)/r(u) )(Né(u)
~ equazione delle geodetiche: N\ K >0
[0 = O o ) " k<o
v(t) = =2r' (u(t))u' ()" (t) /r(u(t)) " K~ 0
= r(t) cosV(t) = cost. > I

—

con ¥(t) = X, T(t) r\

equazione di Clairaut

Note: 1) le superfici di rotazione con K = ¢ (costante)
st ottengomno risolvendo le equazioni differenzialy
r'(u) = —cr(u) e 2/ (u) = /1 —7r'(u)?
2) equaz. di Clairaut ~ proprieta qualitative delle

geodetiche nelle superf. di rotaz. (per esempio il toro)

K < 0 (pseudosfera)
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Superfict rigate

S C R? superficie (regolare) rigata

L5 = Upec R, con R, intervallo di retta (generatrice)

uscente da p € C' C R? curva regolare (direttrice)

Note: 1) si puo scegliere C' in modo che T,C L R, Vpe C
2) K <0 (le generatrici sono geodetiche asintotiche)
K =0 < le generatrici sono anche linee di curvatura
& N e costante lungo le generatricy
3) H=r(T)/2 con T = dir. ortogonale alle generatrici
(H(p) = (k(Ty) + k(Tp))/2) V{Tu,Tp} base orton. di T,5)
0

H =0 & le direttrict L alle generatrici sono asintotiche

Esempi: 1) superfici piane, cilindriche, coniche (loc. euclidee)
2) S CTC con C C R? curva reg. (rigata delle tangenti)
a: I — R? parametrizzazione naturale di C

~ w(u,v) = a(u) + vTc(u) param. regolare di S
~ Xy(u,v) =To(u) +vee(u)No(u), Xy(u,v) = Te(u)
Guuw (U, 0) = 1 + 0%k (1)?, Guo (U, v) = goo (u,v) = 1
= S loc. euclidea (g dipende solo da ko quindi
S isom. a S' C TC con C C R?)
3) S = {(vcos2mu,vsin 2ru, pu) | (u,v) € R*} (elicoide)
= U,>p elica di raggio r e passo p intorno all’asse z

2.2
hm=p H:O)

superf. non loc. euclidea (K = —

(4mv* + p*)*

w(u,v) =v(u) +vd(u) param. reg. di S
con v : I — R? param. reqg. di C direttrice
e d: I — R’—{0} direz. delle generatrici

S OPERLOLLOR O]
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Prop. S superficie rigata t.c. K =0 (rigata sviluppabile)
= S = Cl(Sea U Seon U Stan) con Scit, Scon € Stan unioni aperte
di generatrici di S tali che ogni componente connessa e

rispettivamente cilindrica, conica, tangente.

Dim. w(u,v) = v(u) + vd(u) parametrizzazione regolare di S
t.c. {7'(u),0(u)} base ortonormale di T (,)S Vu € I
K=0=°"(u)xd(u) -§(u)=0 Vuel
= §(u) = f(u)y(u) Yuel
Apan = {u € I f(u) # 0, f'(u) # 0} ~ San = Uuea,, By ()
Acon = Int{u el | f(u) # 0, f’(u) = O} ~> Seon = UuEAconR'y(U)
Aol = Int{u el | f(u) = 0} ~ Sl = UueAcuRfy(u)
u € Ayan U Acon ~ B(u) =v(u) —o(u)/f(u)
B'(u) = f'(u)/ f(u)*d(u)
u € Argn = 6'(u) #0 = B param.reg. di C t.c. loc. Sy C TC
U € Acon = B'(u) =0 = B loc. cost. in Aeon = Seon loc. conica
u€ A = 0 (u) =0 = § loc. cost. in Ay = Sea loc. cilindrica

Note: 1) la decomposizione S = Cl(Scy U Scon U Stan)
e unica intorno ai punti parabolict di S
ma dipende da w intorno ai punti planariy di S
2) w come nella dimostrazione
)0 H(u0)
2(1 +vf(u)  14+vf(u)
= ogni generatrice e tutta a punti planart o parabolici

~ H(u,v) =

= S = Cl(Spla U Spar) con Spia € Sper unioni aperte
di generatrici di S t.c. ogni componente di Sy
¢ planare e ogni punto di Sy, € parabolico
3) 8%y = Seit N Spar » Ston = Seon N Spar s Stan = Stan N Span

con tan
U S{,,) decomposizione

~ § = Cl(Spa USL, US! tan

cil con

univocamente determinata (non dipende da w)
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Superfict a curvatura costante

Teorema. S C R? superficie regolare connessa e completa

con curvatura di Gauss costante K, allora:

K =0 = S piano o cilindro (Massey, ~1960)

K >0 = S sfera di raggio 1/vK (Liebmann, ~1900)
K < 0 impossibile (Hilbert, ~1900)

Dim. solo per K =0

S = Cl(Spia U Spar) con Spia € Spar aperti in S

p € Spar ~ R, linea di curvatura uscente da p per K = 0
N costante lungo R, = R, C T,,S (N - X = cost.)
= R, interv. rett. (K =0=¢€,: D, — S isom.)
= R, retta (per la completezza)

= S superficie rigata

S compl. = componenti di Sy, cilindriche (Spe = S.)

componenti di Sy, delimitate da rette parallele

= S piano o cilindro

Superficy tubolari

C C R? curva regolare, r > 0
~ T, = {pe R?|d(p,C) =r} superficie tubolare intorno a C

Nota: ko lWmitata e r < e suffic. piccolo = T, sup. regolare = C x S*

a: I — C param. naturale di C
~ wp(u,v) = a(u) + r(cosv No(u) + sinv Be(u)) param. reg. di T,
~» N, (u,v) = cosv N(u) + sinv B(u)

gr(u,v) = r*(1 —rkc(u) cosv)”?
ko (u) cosv

K’I“ 3 - -

~ Kr(u,0) r(1 —rkc(u) cosv)

Note: 1) w, regolare se r < 1/kc(p) Vpe C
2) Ny(u,v) non dip. da r = K, (u,v)+/gr(u,v) not dip. da r
3) Jp KdS =0, [, KFdS =2 [, kcds con K =max{K,,0}
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Teorema di Fenchel
C C R? curva di Jordan regolare = fc s)ds > 27
moltre: fC s)ds = 2w < C curva piana con I(C) convesso

Dim. T;f = {p € T, | K, (p) = 0} ~ 2 [ kcds = [, K;7dS = [,.K.dS
N(T}) = 5* = [ K.dS > Area S* = jm = [ kcds > 2
moltre: fC s)ds = 21 < Nir: iniettiva q.0. < C' curva prana

quindi st applica il teorema di Fenchel nel piano
Nota: [, k(s)ds > 4m se C' & un nodo non banale

Superfict parallele

S C R? superficie regolare orientata, r € R
~ S, ef {p+7rN(p)|peS} superficie parallela a S

Nota: curvature di S sono limitate e |r| < e suffic. piccolo
= S, regolare e . : S — S, def. p.(p) =p+r N(p) diffeo

w: D — R? param. regolare di S
~ wp(u,v) = w(u,v) +rN(u,v) param. regolare di S

~ X7, (u,v) = Xy o (u,v) =1 Ly y(u,v), Ne(u,v) = N(u,v)

gr(u,v) = (1 —2r H(u,v) +r*K(u,v))* g(u,v)
B K(u,v)
~ Brlu,v) = 1 —2r H(u,v) + r*K (u,v)
H. (u.v) — H(u,v) —r K(u,v)

1—2rH(u,v) +r*K(u,v)

Note: 1) w, e ¢, regolari se 1 — 2r H(u,v) + r*K(u,v) # 0
cioe |r| < 1/max{|k(p)], |ka(p)|} Vp €S
2) K, (u,v)y/gr(u,v) = K(u,v)\/g(u,v) = [ K,dS, = [ KdS
3) lo stesso risultato si puo ottenere da N,.(u,v) = N(u,v)
tenendo conto che [ KdS = area orient. della sup. sferica
descritta da N : S — S* (applicazione di Gauss)




Geometria 2 Superfici regolari mello spazio /21

Superfict minime

S C R? superficie (regolare) minima
def

S e localmente di area minima (rispetto alle sue deform.loc.)
cioe: Vpe S 3V C S intorno aperto di p t.c. Area S < Area S’
per ogni superficie regolare " = S con S -V C §’

Prop. S C R? superficie minima < H(p) = 0 per ogni p € S

Dim. w: D — R? param. regolare di S, e: D — R funzione diff.
~ wi(u,v) = w(u,v) +te(u,v) N(u,v) cont € R
param. regolare di Sy se |t| e suffic. piccolo
~ X! =X, —teL, +tde/OuN
Xt =X,—teL,+tde/Ov N
7 gZu = Guu — 2t e by + t? ( . )
9y = Guv — 2t lyy + 17 (..)
gfw = Gouv — 2t e lyy + £ ( . )
~gl=g—AfteHg+1*(...)

A(t) = Area Sy = [, v/g' (u,v)dudv funzione diff.
A'(0) = 4 VvV gt (u,v) dudv / Vgt (u,v)
t J ot

= —2 [, e(u,v) H(u,v)\/g(u,v) dudv = —QfseHdS
=) Area S minima = A’(0) = 0 per ogni &(u,v)

= H(u,v) = 0 per ogni (u,v) € D
<) basta considerare le deformazioni locali wy

dudv

H=0= A’(0) =0 per quanto visto sopra
inoltre si ha A”(0) > 0 quindi Area S minima

Esempi: 1) S = {(x,y,2) € R*|2* + y* = cosh”® 2} (catenoide)
unica sup. min. di rot. (conn.e compl.) a meno di sim.
2) S ={(x,y,2) € R?|x sinz = ycos z} (elicoide)
unica sup. min. rigata (conn. e compl.) a meno di sim.




