Geometria 2 Superfici riemanniane /1

Metriche rtemanniane

S C R? superficie regolare
g = {gp = prod. scalare su TpS}peg metrica rtemanniana su S

LN gp “varia in modo diffenziabile” rispetto al punto p € S
<~ ¢,(V(p),W(p)) funzione diff. VV, W campi di vettori su S
< VYw: D — R’ param. loc. reg. di S con param. x = (z1,xs)
(~ Xi = 0w/0x; campi vett. t.c. T, ;)8 = (Xi(x), Xs(7)))
gij : D — R definite g;; () = gu(2)(Xi(z), X;(x)) sono diff.
(basta che Vp € S Jw param. intorno a p t.c. g;; sono diff.)
Note: 1) g« G = (g45)i,; matrice (stimm.) di g rispetto a (X, Xy)
(V=2uXe, W= wX; = g(V,W) =), gij0:w;)
2) g Vi |V = Va(V.V) = VZ” gijvivj (lunghezze)
C =7(I) C S~ LungC == [} |l (£)]]y dt
3) g~ (VW) = [VIW|g == arecos g(V, W)/|[V o[l (angoli)
}) g~ dS = Vdet Gdzidzy = \/g(x1,72) dz1dzs (aree)
D =w(C)CS ~ Area D =2 [/ g(x1, 20) daiday
5) SC R ~ g(V,W) =V -W (I forma fond. di S in R?)
6) (gij)i; metrica generica su A aperto in R* C R’
= (5.9) = (5,¢%) =5, =5

metrica riem. su S sup. regolare

superficie rtemanniana

Esempi: 1) guz = gyy = 1, guy = 0 > metrica euclidea su R*
9op = 1, goo = p*, gp9 = 0 (in coordinate polari)
2) 99,9, = G9,0, = 1, g9,9, = 0 «~ metrica piatta su T

(non si puo ottenere come prima forma fond. in R?)
3) gy = c08* 9, gop = 1, gy, = 0 > metrica di S* C R’

Grz = Gyy = 4/ (1 + p*)*, guy = 0 (in coord. stereogr.)
) piano iperbolico (semipiano e disco di Poincaré)

H* = {(:c,y) GRQ‘y> O}a Jzz = Jyy = 1/3/27 Goy = 0

D* disco unit. in R*, guz = gyy = 4/ (1 — p*)*, gy = 0

e~ QF = {2* +y* — 2* = —1} C R} spazio di Minkowski
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f 81— S5 omeo (locale) diff. regolare tra superfici riemanniane
PLEN f* 1,51 — Tty Sy isom. lineare Vp € Sy

(55 (V). £-(W)) = g5 (VW) ¥ VW)
conformita (locale) LR f* T pS1 — Tpp) Sz simil. lineare Vp € Sy

(971 (s (V )f*( ) = s(p)* g, (V,W))

similitudine (locale) <= conformmta (locale) con s(p) = s cost.

isometria (locale) <=

Note: 1) isom. (loc.) = simil. (loc.) = conf. (loc.)

(f isom. (loc.) < [ f(V)]|gs. = HVHgSﬁ cons. lung./ang.)
f conf. (loc.) & [fo(V)fe(W)|ys. = [VW] s, (f cons. ang.)
solo le similitudini “conservano le forme”)

2) f:51 — S3eg:8,— 53 isom./simil./conf. (loc.)
= go f: 5] — S3 isom./simil./conf. (loc.)

3) f isom./simil./conf. = f~1 isom./simil./conf.

4) isom./simil. /conf. ~ relaz. di equiv. tra superf. riemann.

S superficie riemanniana
el {f:9—S5]|f isometria}, )
N A gruppo delle isometrie di S
Sim S = {f:9 —= 9| f similitudine} , o)
N A gruppo delle stmalitudiny di S
Conf § = {f:5—=S|f conformita}, o)
gruppo delle conformita di S

~~ [som S

Nota: f:S; — S omeo (locale) diff. reg. tra superf. riemann.
wi : Dy — 81 param. locale regolare con parametri x, s
wy : Dy — Sy param. locale regolare con parametri yq, ys
Mf:{y1=y1($1,$2) _1:{x1:x1(y1,y2)

Yo = yz(xhxg) ’ Lo = xQ(ylaUQ)
Ox; Oz

=1
z]ay ay gzg( )Vk7h 72

< Gpn(®) = gpp () conwy = fow
Ox; Oz

[ conf./simil. & g} (y) = s(x )Z”a o g () Yk, h=1,2
(

& g (x) = s(x) gy, (2 ) con wy = f o ws

[ isometria < g7 (y) = D,
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Esempi: 1) m: R* — T* def. m(91,792) = (cos I, sin 1, cos s, sin 9y
sometria locale tra il piano euclideo e il toro piatto
2) f: H*— D* def. f(z) = z;z con H*, D* C R* = C~
wsometria tra il semaptano e il disco di Poincaré
3) metrica sferica/iperb. conforme alla metrica euclidea
L) z — sz ~ similitudine euclidea, isometria iperbolica
5) z +— z/||z||* ~ conform. euclidea, isom. sferica/iperb.

Derwata covartante

Prop. S = (S, g9) superficie riemanniana
NV, W) = VyW con Ve T,S, W campo vett. su S (int. a p)
dertvata covariante di W rispetto a V
t.c. 1) va\/1+bV2W = CLVWW + vaQW
2) Vy(aWy +bWy) =aVy Wiy +bVy W,

3 v (fw) = L w s roew

oV
og(Wy, W
4) g 8‘1/ 2) = g(Vy Wi, Wy) + g(W1, VyWs)

5) Vx,Xo = Vx, X1 per ogni w : D — S param. loc. reg.

Dim. Unicita (se esiste V con le prop. 1,...,5 allora & unica)
prop. 3 = VyW dipende solo da Wi, conpe ACS
(peACA, f(A)=1,f(S—A)=0
= VyW = Vy (f W) che dipende solo da W y4)
w: D — S parametrizzazione locale regolare
~ L'ij(x1,22) = Vx, (2,2, X; con i,5 = 1,2
Ly (21, 22) comp. visp. a { X1, Xo} (Dyy = >, T X5)
stmboly di Christoffel di I specie
Uik (21, 29) proiezioni su { X1, Xo} (Fije = 9(1i;, X))
U simboli di Christoffel di IT specie
Oa.:
a‘i‘f = 9(Vx, X, Xi) + 9(X;, Vx, X)) = Ui + Tij (prop. 4)

1 59 K 59% 59@'
s Fz" _ = J . J I .
Ik 2 ( 69337; (933]' i)azk ) ( o 5)

} R-bilineartta
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1 9gjn | Ogin  0gij
Ik — = kh ( Z2J8 S T, = .
= v 2 Zhg ( (%Z + 85(3]‘ (%h) ( Ik Zh Ikh 7’])
V:’U1X1( )—|—’UQX2( )ETS,W:w1X1+wQXQ

= VyW =3, ,viVx, (w;X;) (prop. 1 e 2)

ow ;
— Zw (vz 8x]X -+ Uz’%ﬂ;) (prop. 3)

=2k <Z Ui awk

Esistenza

i vzwjfk )Xk

VyW definita come sopra con w: D — S param. loc. reg.
soddisfa le prop. 1,...,4 e la prop. 5 per w (I';p = T'yy)
= soddisfa la prop. 5 per ogni param. loc. reg.

unicita = definizione ben posta (non dipende da w)

Note: 1) S C R? con g(V,W) =V -W (I forma fond. di S in R?)
= VI W = VW = 7,5 (0W/IV) definita in precedenza
2) g~V = VY ma non viceversa (g =sg = VI = VY)
3) f:51 — Sy isom./simil. (loc.) = fo(v)f*(W) = £ (VW)
L) V,W campi vett. su S ~ VyW: pi— Vi, W campo vett.
(quindi I';; campo vett., I';jx e Ik o Junzioni diff. su D)
5) VyW # VwV (la prop. 5 non Dale per VW # X1, X)

Esempi: 1) R* (metrica euclidea) ~ I';; =0 = Vy W = 0W/oV
2) gi1 = goo = f(x1,22)%, g12 = 0 (coordinate conformsi)

1 af 1 af 1 9f
> Fl = — — 1 o 1 - - — 1 _—
11 f 8x1 FIQ FQl f 8332 FQQ f 8331
1 af 1 of 10f
FQ - _ 2 _ T2 — _ 2
11 f aﬂﬂ'g FlQ FQI f 8331 FQQ f axg

3) H* ~ I'%_ =Iy, =%, =1%. =0
DY, = 1/y, T, =T%, =T% = —1/y
S = (S,9) superficie riemanniana
C C S curva regolare, v : I — S param. regolare di C'

V' campo di vettori tangenti a S lungo C

parallelo (lungo () <~ & VoV =0Vtel
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Note: 1) la definizione non dipende dalla param. (mé dall’orient.)
2) w: D — S param. locale regolare di S
~ (1) = w(w (1), z2(t)) V(t) = V(y(t)) = 2 vi(t) Xi(1)
V parallelo < v () = =3, 7,] x(t)v;(t) per k=1,2

Prop. S superf. riemann., C' C S arco di curva regolare tra p e q
V eT,S ~ Vg unico campo pwrallelo lungo C t.c. Va(p) =V
~ 78 TS — T,8 definita 75, (V) = Vo(q) VV € T,S

p,q
C trasporto parallelo da p a ¢ lungo C

Dim. v : I — S param. regolare di C t.c. v(0) =p
~ Vo unica soluzione globale del prob. di Cauchy locale:

ve(t) = — 2 LEai(t)v;(t), 2o, vk (0) Xy =V

¢ applicazione lineare ben definita

\]

1) Tpq
2) ¢, isom. euclidea (9(Ve, We) = g(V, W) cost. lungo C)
3) R* (metrica euclidea) = 75, = traslazione (indip. da C)
) in generale 7, 7& 2 0 equwalentemente Ep vdr, s
— 1fferenziabile (regolare
5) v:I— S di ff abil (regolare)
V' campo di vettori tangenti a S lungo C' = v(I)
(i) "V +2) = V(x(8))
= Vvl(t)V = lim._ (£ y(t )) 8( (
Geodetiche

S = (S,9) superficie riemanniana

v : I — S parametrizzazione geodetica

& 7" parallelo lungo C' = ~y(I) C S (& Vypy =0 Viel))
linea _geodetica in S

Note: 1) S C R? con g(V,W) =V -W (I forma fond. di S in R?)
= le geodetiche sono quelle definite in precedenza
2) v param. geod. = ~ costante o regolare (|| (¢)|| # 0 cost.)
3) w: D — S param. loc. reg. di S ~» ’y( ) =w(z1(t), z2(t))
v param. geod. < ) (t) = _Zw L ()i (t) per kb =1,2
equazioni delle geodetiche di S
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Prop. S superficie riemanniana, p € S, V € T,(S)
~ vy Iy — S unica parametrizzazione geodetica
massimale t.c. v (0) =p e v, (0) =V
~ Cy = vy (Iy) linea geod. se V # 0 (= {p} se V. =0)

Dim. vy unica soluz. globa[e massimale del prob. di Cauchy locale:
v (t) = =205 Thai ()5 (1), 32 23,(0) Xy, =V, 2(0) =p
Note: 1) Va# 0 = I,v = Iy /a e yov (t) = yv(at) YVt e Ly
= C,v = Cy (unica linea geod. con dir. V in p)
2) f:81 — 8 isom./simil. (locale) = f oy = vy, (v)
= f(Cv) = Crv)
3) felsomS t.ec. C={peS|f(p) =p} curva regolare
= C linea geodetica in S (non vale il viceversa)

Esempi: 1) R* (metrica euclidea) ~ geodetiche = rette
2) S* C R? ~ geodetiche = cerchi massimi
semirette vert. uscenti dall’asse x

3) H* ~» geodetiche = { o :
semicirconf. centr. sull’asse x

17 _ QQJI(t)y/(t) 7 . y/(t)Q - x/(t)g
(20 == v O =G

4) D? (metrica iperb.) ~ geodetiche = {a:ﬁ::;ec::‘&z- gl

S = (S,9) superficie riemanniana

peES ~ep,: DS — S applicazione esponenziale di S in p
appl. diff. t.c. e,(V) =~y (1) con 0 € D,S C T,S = R* ap.
regolare in un intorno di 0 ((ep)« = id : Ty(D,S) — 1,5)

S superficie completa PLEN Iy =R VVe&TI,5 Vpe S
<~ D,=1T,5 VpelS
Prop. f: 51 — Sy isom./simil. (locale) tra sup. riemann. connesse
univoc. determinata da f(p) e fi : TS — Ty Se con p € Sy

Dim. A ={qec 51| f(q) e fs:TyS1 — Ty )SQ univoc. determ.} C Sy
chiuso (contin.), aperto (feeq =epq o fs), pEA = A=S
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Nota: S superf. riemann. connessa, Vp,g e S,V €T,5, W € T,S
esistono al piw due f € Sim S t.c. f(p) =qge fi(V)=W
inoltre sy = [[W||/[|[V||, quindi f € Isom S se ||V = ||[W]||

(se S orientabile, una conserva l'orient., Valtra la inverte)

Esempi: 1) Isom R* = isom. affini, Sim R* = simil. affini
Conf R* = Sim R* (# conformitda non banali)
2) Isom™S* =2 SO(3)
Isom S* = O(3)
Sim S* = Isom S? (A similitudini non banali)
Conf"S* = PSL(2,C) (3 conformitd non banali)
3) Isom™ H* = PSL(2,R) = SL(2,R)/{£I}

} restriz. delle isom. lineari di R®

a b az +b
M = L(2.R :
(c d)ES (Z,R) ~ e rd
1 _
<c>0«f>z —cz +d— — |—>——ad/c b g)
cz +d cz +d C

Isom H* = (Isom™ H?, z — —Z (simm. risp. asse y))
Sim H? = Isom H* (3 similitudini non banali)
Conf H* = Isom H? (A conformita mon banali)

Nota: negli esempi sopra c’e un’aztone semplicemente transttiva
di Isom™ (isometrie che conservano l'orient.) sui versori
e di Isom sulle basi ortonormali.

Coordinate normali

S = (5, g) superficie riemanniana (orientata)
pe S, Vi,V, €T,S base ortornomale (positiva)
~ qy; : I — S unica geodetica t.c. vy, (0) =p, vy, (0) = W
Vi(t) =, (1), Va(t) € Ty, (1S base ortonormale (positiva)
~ Yyt Je = S unica geod. t.c. vy, 1) (0) = v, (€) , Yy, 4 (0) = Va(?)
~ w:l x J— 8§ definita w(xy,T2) = Yy, (2, (22)
param. locale regolare di S per I,J suff. piccoli
con (z1,xy) coordinate normali intorno a p = w(0,0)
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D)

I xJ

Prop. S superficie riemanniana

(z1,72) coordinate normali = g1 =0, goo =1 =
L 9g11

M= F7—X1— -+

- 2911 071

1 0911
2 8352

Dim. gon = 1 e I'gp = 0 per costruzione
= [y91 = 0 = 0g12/0x2 = 0 = g1o = 0 (vale per z, = 0)

= I'111 =

1 dg11 1091
§ 8351 ’ FMQ N _5 (9332 ’
1 8911 2 — lagn

2911 Oy 2 Oxs

y - 12

1

3911

2911 Oxy

['91 =

1

Xo, I'fg = ———=—X1, 90 =0

1 0914 .
——— altr, =0
5 D1y altry
1 0
Il , altri =0
2g11 0%

Note: 1) S C R? sup. di rotazione intorno a un parallelo geod.

~> coordinate normali (es.:

coordinare sferiche di S*)

2) equazione delle geodetiche in coordinate mormali:

1 (agnx,
2911 \ 0z !
1 0911 /
) t)?
D) a.fl?Q 1( )

Curvatura riemanniana

S = (S,g) superficie riemanniana

(t) + 2

dg11 /

X
8352 2

w: D — S parametrizzazione locale regolare
~o Rig Ve Ry (V) = Vx Vx,V — Vx Vx,V VV campo vett.

operatori di curvatura con 2,5 = 1,2

Note: 1) Ry = Ros =0, Ry + Rip =0
2) Ris R-lineare e Ria(fV) = fR12(V) V f funzione diff.

(1)) #1 (1)
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Prop. g(Rio(V),W) 4+ g(V, Ri2(W)) = 0 (Ry2 operatore antisimm.)

Dim. Basta provare g(Ri2(Xi), X;) + g(X;, R12(X;)) =0 Vi, j
g(Ri2(X:), Xj5) + 9(Xi, Ria(X;)) =
_ 99(Vx, Xi, Xj)  09(Vx, Xi, Xj)

8X1 aXQ
N 09(Xi, Vx,X;)  09(Xi, Vx, Xj) _ 995 gy _ 0
6X1 (‘9XQ 6%1({9332 8:62(%1

~o Rijen = 9(Rij (Xk), Xn) = 9(Vx,Vx, Xp — Vx,Vx, Xy, X3)
tensore di curvatura (7,7, k,h = 1,2)

Note: 1) Rijjkn =0sei=j o k=nh
2) Rijknh + Rjikh = Rijkn + Rijhe = 0
3) Rijkn = 9(Vx, Q0 T5:Xe) — Vix; (320, T5uXe), Xn)

or¢ or¢
o ik Y o 1k 14 .
_ g<2£( G Ko Tl = 5 X - rikrﬂ),Xh)

> AN VIR
= 9h£< — ) ith — 1 'eh)
0 axz (933] 7k k~J
Prop. S = (S, g) superficie riemanniana

K = —Ri215/9g funzione diff. ben definita su S

curvatura rremanniana

Dim. Basta provare che Ri215/g non dipende dalla param.

w: D — S param. locale reg. con param. (x1,xs) ~ X1, Xy
w': D" — S param. locale reg. con param. (yi,ys) ~ Y1, Yo
Yi=2.;mijX; con M = (myj)i; = (9x;/0yi)i
= QY = M*G*M = det GY = det M* det G*
R}, (V) =VyVy,V = Vy Vy, V
=2 ;(m1iVx,(ma;Vx,; V) —my;Vx, (m1;Vx,V))
=D i (muag;? _mQZﬁ(g;t )VX V
+ D (miimaj — maimy; ) Vx Vx, V
= det M (VxleQV — VXQV)QV) = detMRTQ(V)
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= Ry = g(RY,(Y1),Ys) = det M g(Rf,(Y1),Y>)
= det M Z mlzm% g(Ry(X5), X) det M* 1212

Note: 1) S C R? con g(V,W) =V -W (I forma fond. di S in R?)
= curvatura riemanniana = curvatura di Gauss
in particolare: R* (metrica euclidea) ~» K = 0 (costante)
S* C R® ~ K =1 (costante)
2) g11 = goo = f(x1,22)", g12 = 0 (coordinate conformi)
K = —(0"(log 1)/} + 0°(log [)/033)/ 1
in particolare: H* ~» K = —1 (costante)
3) (z1,22) coordinate normali ~ K = —(9%/g11/0x3)/\/911
L) f 81— Sy isom. (loc.) = Kg,(f(p)) = Kgs,(p) Vp € S
f: S — Sy simil. (loc.) = Ks,(f(p)) = Ks,(p)/s* Vp € S

Superfici con_curvatura costante

Modelli: 1) R* (metrica euclidea) ~ K = 0
2) S: C R? (sfera di raggio r >0) ~ K =1/r* >0
3) H:=H" con guw= Gyy= 1/Y", guy=0 ~ K = —1/r*< 0

Teorema di Minding

S, 8y superfict rtemanniane con curvatura costante K,

Vpr €S1,py €85y, VVE €T, 51, Vo €T,,5 versort

1f: A — Ay isometria tale che f(p) =ps e fu(V1) =V,
con A; C S; intorno aperto di p;

Dim. w: I x J — S param. locale con coord. normali (x(,xs)
['11(21,0) =0 = T'y19(21,0) =0 = 9gy1/022(x1,0) =0
0°\/g11/0x5 = —K /11
~ ¢ 0g11/072(x1,0) =0
g11(x1,0) =1
1 se K =0
= gy1 = { cos* vV Kuxy se K >0
cosh® vV—Kuzs se K <0

g11 dipende solo da xs
(non dipende da xy)

gi1 unwocamente
determinato da K
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pi,Vi,V;;L ~ w; s I x J— A; param. loc. di S; con coord. norm.
~ f=woowi i Ay — Ay isom.t.e. f(p1) = po e fo (Vi) =V

Nota: f unica a meno di restriz. e rifles. (dipende da Vit e Vi)

Corol. S superficie ritemanniana con curvatura costante K
R? se K =0
= S localmente isometrica a 512/\/? se K >0
H})/~x se K <0

Dim. VK € R esiste superficie modello con curvatura costante K

Teorema. S superficte rtemanniana completa e sempl. connessa

con curvatura costante K
R? se K =0

= S isometrica (globalmente) a SIQ/\/E se K >0
ng/\/j se K <0

Dim. w: I x J — S param. locale con coord. normali (x1,xs)
K <0 = w si estende a un rivest. diff. reg. (completezza)
w: R*— S = © omeo diff. reg. (semplice conn.)

~> f = w ongl 0w owH%/\/_K 1sometria
1 —
K >0 = w st estende (L un mvest diff. reg. (completezza)
w:Rx (- ) — S —{aq1,q}

Q\F Q\F
~ @ Stx (= 2\/_ 2\/—)%5—{611,(12}

omeo differenziabile regolare
~ wowsfl/\/_ SQ/\/— {p1,p2} = S —{q1,q2} isom.
~ S1/\/_ — S isometria (con pi, q # pi,q;)

Corol. S superficie ritemanniana completa e connessa
con curvatura costante K
= S ¢ isometrica al quoziente di R*, SIQ/\/E 0 ng/\/j
(a seconda del segno di K) mediante 1'azione di
un gruppo propriamente discontinuo di isometrie
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Dim. 7 : S — g/GW >~ S rivestimento universale di S
S =(5,9) ~ (5,9) def. gp(V,W) = gr(p) (7 (V), 7 (W))
= 7 :(S5,9) — (5,9) isometria locale
F:(5,9) — (5,9) isometria V f € Gy
= Kz = K costante = S isometrica a R*, 512/\/? 0 ng/\/j

Nota: S = T, superficie connessa orientabile di genere g > 0
st puo ottenere cosi, infatti ammette metrica riemann.
con K =1seg=0, K=0seg=1, K <0 se g>1.

Curve in superfici riemanniane

S = (S,g) superficie riemanniana orientata

C' C S curva regolare orientata

a: I — C param. naturale (||a/(s)|l; =1 Vs € I) con Vorient. data
def

a’(s) < versore tangente
vers. t.c. (T'(p), N(p)) base ortonorm. positiva

p=a(s) ~ T(p)
~ N (p)

def

versore normale
~ (T(p), N(p)) riferimento di Frenet di C in p

Note: 1) T, N campi di versori ben definiti (non dipendono da «)
2) orientazione opposta su C ~» versori opposti
orientazione opposta su S ~» versore normale opposto
3) g(T'(p), T(p)) =1 = g(VrpT,T(p)) =0
g(N(p),N(p)) =1 = g(VrpN,N(p)) =0
9(T'(p),N(p)) =1 = g(Vrp)N. T(p)) = —9(Vrp)T, N(p))
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def

VrpT = k(p) N(p) «— vettore curvatura di C' in p
g(VrpT,N(p)) «— curvatura di C in p

K(p) :
m(p) o

K campo vett. lungo C', non dipende dall’orient. di C

1)
2) k funz. diff. su C, orient. opposta ~» curvatura opposta
3) C'C S linea geodetica < k(p) =0VpeC
)

{ pT = k(p) N(p)
vT( )N — —"J(p)T(p)

w: D — S param. regolare di S con lorientazione data

=

formule di Frenet

a: I — C param. naturale con l’ortentazione data
~ a(s) = w(zi(s), 22(s))
o T(s) = 24 (5)X1 + ah(s) X con ¥, , iyl (5)) () = 1
N(s) = 91221 (8) + goo) (s) X, + 91121 () + g1275(s)
V9 V9
v (s) + 32, ;Tizi(s)af(s)  ai(s) + 32, ;TFai(s)a)(s)
(91227 (8) + g2225(8)) /g (g’ (s) + graw(s))\/9
Nota: (x1,xs) coordinate normali

~ Y(s) = X?T?s) funz. diff. (definita per sollev. mod 2)

Xy

~ h(s) = -

~ T(s) = M sy V(s
T(s) = S22 X+ sin0(s) X
N(s) = —M)ﬁ + cosV(s) Xo

V911
d\/911
o n(s) = /() = (s
v : I — C param. regolare con l’ortentazione data
~ (1) = w(zi(t), 22(1))
V(t) =21 (t) Xy + ), (t) Xo «— vettore velocita

)
v(t) = [V, = VDo, 0.5 93T (1) (¢) «— velocita (scalare),
NN
=m0y
912$1(t) + g2275 (1) X, & 91177 (t) + g2 (1)

Vg u(t) : Vau(t)

N(t) = —

2
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2 (D (1) — ! (D (1) + X, (T () —TLah () () ()
v(t)*/\/9

Nota: g1 = gao = f(21,22)%, gia = 0 (coordinate conformi)

_ zy ()b (t) — 27 (D) (1) L raf of
(t) = v(t)3 f=2 + v(t)f <8:c1 )= 50 (t))

L1
85(32
Prop. C1 € S1 e Uy C Sy curve ortent. in superf. riemann. orient.,

~ K(t) =

~ K

f 51— S isom. (locale) t.c. Cy = f(Cy) come curve orient.

= Ko(f(p)) = fu(Kc\(p)) e ro(f(p)) = £ rey(p) Vp e C
(£ a seconda che f conserva/inverte Uorient. delle superf.)

Dim. Tc, = f«(Te,) = Vo sonTe, = [+ (V1o mTo)
Ne,(f(p)) = £ f«(Ne,(p)) se h cons. /inverte 1’orient.

Teorema fondamentale generalizzato

Ci,Cy C S = R* S? H? curve regolari orientate connesse

sono equivalenti:

1) 3f € Isom S tale che Cy = f(C1) (come curve orientate)

2) di: Cy — Cs isometria tale che ko(i(p)) = £ k1 (p) Vp € Cy

3) Jayq, o : I — R* parametrizzazioni naturali globali di Cj, Oy
tali che ko(s) = £ kri(s) Vsel

Dim. 1) = 2) 1= f|C’1 :C1 — Oy
2) = 3) a; param.nat. di C; ~ ap = i aq param. nat. di Cy

3) = 1) possiamo supporre 0 € I (a meno di traslaz. in R)
e ko(s) = ki(s) Vs eI (a meno di riflessioni di S)
f€lsom’S t.c. f(a1(0)) = az(0), fu(T1(0)) = T2(0)
formule di Frenet ~» probl. di Cauchy = foay = ay

Nota: nel teorema e essenziale che S sia (globalmente) omogenea

(tutti i punti equiv.) e isotropa (tutte le direzioni equiv.)
S superf. riemann. con curvatura costante (= localmente
omogenea e isotropa) mnon basta (geodetiche in S' x R C R?)
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Esempi: 1) R? ~» C connessa, ko = cost. & C C circ. o retta
(la curvatura si riduce a quella gia vista nel piano)
2) S* ~+ C connessa, ko = cost. & C C circonferenza
(ke = 0 se C' C circonf. massima che e geodetica)
3) H* ~ C connessa, kg = cost. & C C circonf. o retta
(come in R*, ma ko # 0 per C C retta non verticale)

Teorema di Gauss-Bonnet

S = (S,g) superficie riemanniana orientata
R C S chiuso regolare (R = ClInt R) compatto
t.ec. frR=C=C{U...U(C, curva chiusa regolare a tratti

orientata im modo che N¢g, punti verso Int R

Vi,..., Y, angoli esterni (¥; = angolo orientato da T¢, (p;)
alc,,, (pv;) m p; = C; N 07;+1)

Teorema. [, KdS+ [,rds+ 3,9 =27 x(R)

Dim. I caso speciale (R C A= R* con coord. normali (z1,zs),

C' C A curva di Jordan regolare)
32 e
fRKdS — fRK($1,$2)\/§dZC1d£UQ — —/ (9339211
R 2
_/ Ov/g11
C

N 8352
a: [0,4] — C parametrizzazione naturale globale

~ [ Kds :/C<19;(3) — 05\9/52? x’l(s)) ds

d$1d$2

dzry (formula di Green)
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DcC R

= fRKdS—l—fCh;ds—fC s)ds = [,VU.(s)ds = 2m
(t— [, tgr(1-p)e(S)ds € QWZ continua = costante)

IT caso speciale (R C A = R? con coord. normali (z1,22),

C' C A curva di Jordan regolare a tratti)
a : [0,4] — C parametrizzazione globale naturale a tratti
e>0~ R. CRt.c. Fr(R.) =C. curva di Jordan regolare
Area(R—R.) <e, C—C. CU;a(|s; —&,s; + €])

lim. o [ KdS = [, KdS
lims_g fCEI{dS = [ords+ >0
= [ KdS+ [ rds+ ) ,0; =2n

Caso generale

R = R;U...UR, poligonazione con [Z; come sopra
e C; = Fr R; orientata come sopra
W, 192%_ Ol gp%j angoli esterni/interni di R;

= 3, [, KdS + 3, fo wds + 3, 0, = 27 p

Zjnj =20—n, Zj,k;@‘li = 2 —n)r—> .V

(0 = #lati, v = F#Fvertici, n = # lati/vertici in C)
= ijRjKdS + ijcjmds +> Ui =2r(p—L+v) =21 x(R)
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Corol. S = (S,g) superf. riemann. orientata = [4 KdS = 2mx(95)
Dim. R=S=FR=0

Note: 1) fS KdS mon dipende dalla metrica g né dall’orientazione

X (S) non dipende dalla poligonaz. (diff. regolare a tratti)

2) S C R’ sfera diff. regolare = [¢|K|dS > Am
inoltre: [ |K|dS = 4m & S = Fr(convesso)

Corol. S = (5,¢g) superficie riemanniana orientata
R C S poligono geodetico con angoli iterni @1, ..., v,
(R= B* e Fr(R) = unione di archi geodetici)
= > . pi=(n—-2)7m+ fRKdS
Dim. [, KdS+ 3, 0; =27 con ¥; =7 — ¢;

Nota: K <0 =n>2 <n0n possibili @ @ )

= e, 1 15 — S omeo. locale diff. regolare Vp € S

Esempi: 1) R C R* poligono (geodetico) euclideo
= >, pi=(n—2)7
2) R C S* poligono (geodetico) sferico
= > pi=(n—-2)7r+ Area R > (n —2)7
3) R C H* poligono (geodetico) iperbolico
= > . pi=(n—2)r —Area R < (n — 2)m

Nota: in S* e H* la somma degli angoli interni determina I area

= non esistono similitudini non banali (non isometrie)
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Modelli riemanniani delle geometrie piane

Geometria euclidea: piano euclideo = R* (K = 0)

rette euclidee = geodetiche di R*
Vr,Vpér Alr' tc.per er' Nr = 9)

Geometria proiettiva: piano proiettivo = P* = S*/Z, (K = 1)

rette proiettive = geodetiche di S*/Z,
(Vr,r"r0r’ ={p} # 2)

Geometria iperbolica: piano iperbolico = H* = D* (K = —1)

rette iperboliche = geodetiche di H”
(Vr,Vpér Jinfin. ' t.c. per’ er' Nr = 9)

Note: 1) P* con il gruppo Isom P* = Isom S*/Z, soddisfa tutti gli
asstomi della geometria euclidea tranne ordine e parallele
2) H* con il gruppo Isom H* soddisfa tutti gli assiomi della
geometria euclidea tranne quello delle parallele



