Geometria 2 Spazi topologici /1

Spazi topologict

T C P(X) topologia sull’insieme X (A € T aperto)
&) e, XeT

2) {Ai}z’EI cCT = Uz’EIAi eT

3) {Ay,..., A CT=AnN..NA, €T

def

(X, T)=(X,Tx) =X7=X
topologia sull’insieme X

spazio topologico

Esempi: 1) topologia banale T = {&, X} ~ Xyan
2) topologia discreta T = P(X) ~ Xgise
3) top. cofinita T ={X — F | F finito} U{@} ~ X
)RSup (R,S) con § = {]a,+o0| |a € R} U{D, R}
5) R = (R™E&) con E={ACR™|Vx e AIdB(x,e) C A}

topologia euclidea

B C T base per la topologia T
VLN < VA e T 3{B;}icr C B tale che A = U;c1B;
< VereAecT dBe B tale che re BC A

Esempio: {B(x,e) |z € R™, e > 0} base per &

Note: 1) B~ T (T = {unioni di elementi di B}
={ACX|VzeAIBeBt.c.x € BC A})
2) BC P(X) e base per una topologia su X
1) Vre X 3Be B taleche x € B (UB = X)
2)VB,B'eBYreBNB dB"€B t.c.xeB"CcBNB

def

B base su X ~ (B)

A topologia generata da B

(@ -
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def

B~B < (B)=(B") < basi equivalenti su X

Confronto fra topologie su X
T<T <L TCT (T meno fine di T7)

se T=(B)eT =(B") allora:
) T<T &VrxeBeB 3B e€B tale che x€ B CB
2) T =T’ < wvale anche il viceversa

Spazi metrict

d: X xX — [0,400[ distanza o metrica sull’insieme X
def
— 1) d(z,y) =0 2=y
2) d(z,y) = d(y, ) } Vo,y,z € X
3) d(z,y) < d(z,z) + d(2,y)

def

(X,d) = (X,dx)=Xg=X
metrica sull’imsiteme X

spazio_metrico

B(x,¢) ol {y € X |d(z,y) < e} «— boccia aperta
= B ={B(x,e)|x € X, e >0} ¢ base per una topologia Ty
topologia indotta o generata da d

Esempi: 1) \/Z (z; —y;)* su R™ ~ &
0sex=y
2 disc , = X Xisc
) i) = { 12072 0 X o

def

d~d <

Ta = Ty «— metriche equivalenti su X

Nota: ogni metrica induce una topologia, ma esistono topologie
che non sono indotte da alcuna metrica (es. Xyan € Xeof)
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Sistema di intorni

def

r € Xy~ T, {IcX|3A€T conzec ACI}

sistema deglt intorni di z in X+

def

7 {Z,}rex < sistema degli intorni di X

Valgono le sequenti proprieta:
) I, #2VeeXexelVIel,
NIlel,, Icl'=1¢eI,
) [,LI'eZ,=INl €T,
WVIeI, 3I' eI, tale che I € Z, Vy el

Note: 1) gli intorni non sono necessariamente aperti
Q)L ~T (AeT S Acl, Vee A
3) ogni famiglia Z = {Z, }.ex che soddisfa 1), ..., 4)
e base in intorni per una topologia T = (Z)
topologia indotta o generata da Z

B, C I, base di intorni per x in X+
& viez,3BeB, t.e. BCI

Esempi: 1) 7T =(B) = B, = {B € B|z € B} base di int. ap. per x
2) B, = {B(x,e)|e > 0} base di intorni aperti per x

Valgono le sequenti proprieta:
1) B, #9VreXexe BYBeDB,
2) B,B' € B, = 3dB"” € B, tale che B" C BN B’
3) VB e B, 3B’ € B, tale che Vye B’ 3B" € B, con B” C B

Note: 1) B, ~Z, (I, ={I C X|3Be€B, t.c. BCI})
2) ogni famiglia {B;}.cx che soddisfa 1), 2) e 3)
e un sistema di basi di intorni per una topologia
3) B, CT Vx e X =B =UgxB, ¢ una base per T
U base di intorni aperti
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;) ogni famiglia {B;}zex che soddisfa 1), 2) e
3 )VBeB, Vye B3B" € B, con B" C B
e un sistema di basi di intorni aperti per una topologia

B(x,¢)

B(y,9)

se T = {{B:}eex) e T' = ({B.}zex) allora:
)T <T &VBeB,dB €B, t.c. B CB
2) T =T < vale anche il viceversa

Operatori topologici

X7 spazio topologico e F C X sottoinsieme:

IntE = E° =L {re X|3I €I, con I C E} «— interno di F
ClE=F {re X|VIeZ, INE # &} «— chiusura di F
FrE L {reX|VIeZ, INE # 3 #1— E} «— frontiera di £

def

Nota: i queste definizioni st puo sostituire Z, con B,

Valgono le sequenti proprieta:
1) ItECFEeIntE=FE< FE ¢ aperto
2) Int B ¢ aperto per ogni £ C X (= IntInt £ = Int F)
LIntE =il piu grande aperto contenuto in E
3) FECF=IntECIntF
J) Int(EUF) D Int EUInt F
5) Int(ENF)=IntENInt F

Inoltre, considerando che CLE = X — Int(X — F):
6) FCCILE e E=ClE < FE ¢ chiuso (& X — E ¢ aperto)
) ClE e chiuso per ogni £ C X (= CIClE = CLE)
L ClE =il pwu piccolo chiuso contenente F
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8) FC F=ClECCLF
9) CHEUF)=ClEUCLF
10) CHENF) c CLENCLF

Infine, poiché Fr E = ClE —IntE = CLENCUX — E):

11) Fr E e chiuso per ogni ¥ C X e F chiuso = IntFrE =9
12) FrE =Fr(X — F)

13) CCE=FEUFrEeIntE=FE—-FrE

def

E denso in X < ClE =X
E ovunque non denso in X < M ItClE =92
E chiuso regolare in X < M E=ClIntE

<= F ¢ chiuso e Fr £ = FrInt F

DerE = B/ =4 {re X|VIeZ, INE—{z} # @} « derivato

U insieme dei punti di accumulazione per E

E — E' = insieme dei punti isolati di F

Nota: ClE = FUZFE, quindi: £ ¢ chiuso & E' C E

Sottospazi topologict

X7 spazio topologico e ¥ C X sottoinsieme
def

= Ty {ANY |AeT} e una topologia su Y
topologia indotta su Y
Ys C X7 = i —YCXeS= TY

sottospazio topologico

Note: 1) /R CYs,Ys C Xy = Zr C Xt
2) B base per X7 = Bjy = {BNY |B € B} base per Yr,
3) B, base diint. per x in X7 = B,y base di int. per x in Y7,

def def

Esempi: 1) [
2) B™
8) gm 24

0,1] C R, I™ [0,1]™ C R™ «— m-cubo
oo {z e R™|||z|| <1} C R™ «— m-boccia chiusa
R™H||lz|| = 1} € R™*! «— mesfera
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Nota: se Ys C X7 ed E CY, allora
1) FE aperto in Ys, Y aperto in X+ = F aperto in Xt
E chiuso in Ys, Y chiuso in X7 = FE chiuso in X
2) Inty E D IntxE (=seY ap.in X) e ClyE=ClxENY

Unioni topologiche

(X1,T1),.-., (Xn, Tn) spazi topologici
= {A,U...UA,|A; €T;} € una topologia su Xy U... X,

(X, T U U(Xn, To) =2 (XU UXn {A U UAL A €T
unione topologica topologia unione

Note: 1) 'unione topologica e associativa e commutativa
a meno delle usuali identificazioni imsiemaistiche
{X1, X5} e una part. di X in sottospazi aperti (chiusi)
4) B; base per (X;,7T;) = By U By base per (X1, 7T1) U (X, T2)
5) B, base di intorni per z in (X;,7;) =
B, base di intorni per z in (X, 71) U (Xa,Ts)

Esempi: 1) Xq,...,X,, C X sottospazi aperti (chiusi) disgiunti
= Xy U...UX, C X sottospazio aperto (chiuso)
2) RU...URC R?

Nota: se (X, 7T) = (X, T1) U (X, T3) ed E=E;UFE, con E; C X;,
allora Intx E = Intx, E1 U Intx, Fs e Clx E = Clx, E1 U Clx, Ey

Prodotty topologici

(X1, T1),.-., (Xn, Tn) spazi topologici
= {A; x...x A, |A; € T;} € una base su X x ... x X,

(X1, T1) X . x (X, Tn) (Xyx.o..x X, {{A x...x A, |4; € T:}))
prodotto topologico C topologia prodotto

def
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Note: 1) il prodotto topologico e associativo e commutativo
a meno delle usuali identificaziont insiemistiche
2) (}/Z,SZ) C (Xz,ﬁ) = (Y1,81) X (YQ,SQ) C (X1,7'1) X (XQ,E)
3) B; base per (X;,7T;) =
{B1 X By | B; € B;} base per (X{,7T1) x (X»,7T2)
L) By, base di int. per x; in (X;,7T;) = {B1xBy|B; € B,,}
base di int. per (zy,z2) in (X1,7T1) X (X2, T2)
Esempi: 1) R"=Rx ... xR, I =1x...x1

2) T™ L Sl x ... x S'C R*™ «— m-toro

Nota: se (X, 7T) = (X(,T1) X (X5,75) ed E = FE; x Ey con E; C X;,
allora Intx E = Intx, By xIntx, Ey e ClxE = Clx, Ey x Clx, Ey

Quozienti topologici

(X,7T) spazio topologico, ~ relazione d’equivalenza su X,
m: X — X/~ proiezione canonica
= {AC X/~ |71 A) € T} & una topologia su X/~

(X, 7))/~ == (X/m {AC X/ |7 (A) € TY)

quoziente topologico AN topologia quoziente

Note: 1) A aperto in X & A/~ aperto in X/~
(= wale solo se A & saturo, cioe 7~ H(w(A)) = A)
2) B base per la top. quoz. < {7 1(B)|B € B} base per Tyu
3) (V,S) C (X,T) conY saturo = (V,8)/~ C (X,T)/~

NAW;
© )

Nota: se (Y,8) = (X,T)/~ ed ECY, allora
Inty E = n(Intx 7~ 1(E)) e ClyE = n(Clx 7~ 1(E))
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_def

Esempi: 1) P™ = P™(R) R — 10}/2 ~ Az con A e R— {0}
spazio proiettivo (reale)
m def m
2) P(C) = C™ ' —{0}/, © xz con A e C—{0}

spazio proiettivo (complesso)
def

(c

R*™ con la topologia euclidea)

Applicazioni continue

f: X —=Y con X eY spazi topologici
continua <= [A aperto in Y = f~1(A) aperto in X]

([A aperto basico in Y = f~1(A) aperto in X])
= VeeX [Jeli, = 1)) el

(Vre X VJe Bf(x) A7 € B, t.c. f(I)CJ)
< f(ClxFE) C Cly f(E) per ogni E C X
< [C chiuso in Y = f~1(C) chiuso in X]

Note: 1) f: X =Y ,¢g:Y — Z continue = gof : X — Z continua
2) f: X —Y continua e invertibile % f~! continua
3) f:(X,dx) — (Y,dy) continua < Ve e X Ve >0
d0(x,e) >0 tc. dx(z,2') <d=dy(f(x), f(z)) <e

Continuita e sottospazi

f: X —=Y con X e Y spazi topologici, allora:
1) f: X =Y continua = fjg: S — Y continua per ogni S C X
2) f(X)cTCY = [f: X =Y continua & f: X — T continual
3) X = UjerA; con A; aperto e fia, cont. Vi = f continua

) X =C1U...UC, con C; chiuso e fio, cont. Vi = f continua
L—>'m,coll(1mr1,e“n,t0 di applicazioni continue

Continuita e operazioni topologiche

X=X, U...UX, eY spazi topologici, allora:
f: X =Y« {fi:X;—=Y]i=1,....,n} (restrizioni)
f continua <= f; continua per ogni 2 = 1,...,n
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Nota: la topologia unione e la piu fine tra le topologie su X
che rendono continue tutte le mclusiont X; «— X

XeY =Y x...xY, spaxi topologici, allora:

f: X =Y« {fi: X->Y|i=1,...,n} (componenti)

f continua <= f; continua per ogni 2 =1,...,n

Nota: la topologia prodotto e la meno fine tra le topologie su Y
che rendono continue tutte le proieziony m; : Y — Y;

X e Y spazi topologici, m: X — X/~ quoziente, allora:
f:X/~w—=Y o forn=g: X Y tc.z~a' =g(x)=g(a)
f continua <= f 7 continua

Nota: la topologia quoziente e la pin fine tra le topologie su X/~
che rendono continua la proiezione canonica m: X — X/~

Applicazioni aperte

f: X =Y con X e Y spazi topologici
aperta <= [A aperto in X = f(A) aperto in Y|
([A aperto basico in X = f(A) aperto in Y])
= VeeX |[Ie€l, = f(I) €Ly
(Vxe X VIe B, 3J € By te. JC f(I))

Note: 1) f: X =Y, g:Y — Z aperte = gof : X — Z aperta
2) f: X — Y invertibile = [f aperta <& f~! continua]
3) f: X =Y aperta, A C X aperto = fla: A—Y aperta
) X; — Xy U...UX, aperta per ogni i = 1,...,n
5) mi: X1 X ... x X, — X; aperta per ogni i = 1,...,n

Omeomorfismi

f: X —=Y con X eY spazi topologici
omeomorfismo PLEN f biunivoca, f e f~1 continue

<= f biuntvoca, continua e aperta
< f ~ Tx < Ty (isomorfismo topologico)
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X=2Y <= df: X — Y omeomorfismo
[ spazi omeomorfi (topologicamente equivalenti)

Note: 1) f: X -Y ,g:Y - Z omeo = gof : X — Z omeo
2) f: X =Y omeo = f71:Y — X omeo

Y

- quindi = e una “relazione d’equivalenza” tra spazi top.

)
4) fz X; =Y omeo:>f1|_|fg X UXy—Y UY,; omeo

5) fi: Xi — Y, omeo = fi X fo: X1 X Xy — Y] XY, omeo
6) f: X =Y omeo tc.~y e~ =/ X/ — Y/~ omeo
1) f: X =Y cont. e aperta = f/~; X/Nf — f(X) omeo
8) Omeo X 2 {f: X — X | fomeo} e un gruppo

Esempi: 1) affinita e proiettivita reali e complesse sono omeo
2) f: R™— R™ continua ~ g : R™™™ — R™*™™ omeo
definito g(z,y) = (x,y + f(x)) Ve € R™ Vy € R"
3) la,b] = I, |—o0,b] = ]a,b] = [a,b] = [a, +00[ = [0, +0]
|]—00,b] = la,b] = ]Ja, +oo[ = R per ogni a < b
L) 112 lai, bi] = I™, B(0,r) = R™, ClB(0,r) =~ B™

f: X —=Y con X e Y spazi topologici
omeomorfismo locale &L vr e X 3T €7, tale che f) € Ly
e fir : I — f(I) ¢ un omeomorfismo

<= f continua, aperta, localmente imiettiva
(cioe Ve € X 31 €I, t.c. fi; iniettiva)

Note: 1) f: X =Y, g:Y — Z omeo loc. = gof : X — Z omeo loc.
2) f: X =Y omeo locale biunovoco < f omeomorfismo
3) f: X =Y omeo loc., AC X ap. = fla: A—Y omeo loc.

Esempi: 1) A — X con A aperto in X (iniettivo, non suriettivo)
2) m .URC R* ™ R (suriettivo, non iniettivo)
3) p: R — Sl definita p(t) = (cos2nt,sin2nt) Vt € R
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R

=vj=y

&

|

I'mmersiona

f: X —=Y con X e Y spazi topologici
immersione <o f: X — f(X)CY & un omeomorfismo
<= f continua, iniettiva, aperta su f(X)

Note: 1) f: X =Y, g:Y — Z immers. = gof : X — Z immers.
2) f: X — Y immersione suriettiva < f omeomorfismo
3) f: X — Y immersione aperta < f omeo loc. iniettivo
4) f: X — Y immesione, S C X = fig: S — Y immersione
Esempi: 1) X; — Xy X ... x X, (2 — (28, ... 2)_ L ,2), ... 2)))
2) f: X =Y cont. ~idx X f: X — X XY immersione

)
3) R" — R" ~» P"™ — pP"» P"™(C) — P™"(C) con m<n
(tmmers. canonica (1, ...,Tm) +— (T1,...,Tm,0,...0))
}) R™ — P™ | R¥™ ~Cm _ pm(C) , P™ — P™(C)
5) T™ — R™*! (m = 2 ~ toro di rotazione in R?)

f: X =Y con X e Y spazi topologici
immersione locale <2 Vg e X 37 € Ty t.c. fir : I —Y tmmers.

Note: 1) f: X -Y ,g:Y = Z imm.loc. = gof : X — Z imm. loc.
2) f: X =Y immersione loc. iniettiva <% f immersione

— U - F——t—

3) f: X — Y immersione locale aperta < f omeo locale
4) f: X =Y imm.locale, S C X = fig:5—Y imm.locale
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Azioni topologiche

v :Gx X — X aztone di un gruppo G su uno spazio topologico X
(¢ v« @ : G — Xx omomorfismo tale che @(g)(x) = ¢(g,z))
azione topologica PLEN g € continua Vg € G

<~ p, € omeomorfismo Vg € G

def

(X,0) =X
def

G-spazio

(X,0)/G=X/G

(insieme delle orbite,topologia quoziente)
spazio delle orbite

Note: 1) ¢ azione top. su X «» @ : G — Omeo X omomorfismo
2) ¢ azione banale & p,=1dx Vge @ = X/G=X
3) se X un G-spazio allora 7 : X — X/G ¢ aperta

f: X =Y con X=(X,p) eY=(Y,¥) G-spazi
G-continua <2 [ continua equivariante (feop, =1, f Vg€ G)

def . . _ .
G-omeomorfismo <= f biunivoca, f e f~! G-continue

< f omeomorfismo equivariante

X =Y FEEN 4f: X —Y G-omeomorfismo
C G-spazi G-omeomorfi

Note: 1) f: X =Y G-cont. (ap.) & f/G: X/G — Y/G cont. (ap.)
2) f: X =Y G-omeo & f/G: X/G — Y/G omeo
(quindi X =g Y = X/G=Y/G)

Esempi: 1) on(z) =2 +n ~ R/Z=S' e R™ /7™ = T™
2) or(x) =rxT ~ R —{0}/R* = P™
R™H1—{0}/R* = 8™
S™ |7, = P
3) p.(x) =z ~ C™T1—-{0}/C* = P™(C)
SQm—i—l/sl ~ Pm(@)



