Geometria 2 Proprieta topologiche /1

Proprieta topologiche

P proprieta riferita a (classe di) spazi topologici
P prop. topologica (g) P e invariante per omeomorfismi
(cioe X =XY = [XeP&eYeP])
< P st puo esprimere mediante la sola

struttura topologica (ap., int., basi, ...)

X e localmente P in x PLEN 3B, tale che B € P per ogni B € B,
X ¢ localmente P <% X ¢ localmente P in z per ogni x € X

Note: 1) localmente P & una proprieta topologica (locale)
3leZ,,Jel,,I=J= [Xloc.Pinzx <Y loc. P in y)
2) in generale P <=+ loc. P (= wvale se P e ereditaria)

Esempi: 1) P = topologia banale (banale <= loc. banale)
2) P = topologia discreta (discreto < loc. discreto)

Asstomi di separazione

X spazio topologico
T, ng#yEXEIA,B aperti t.c. r€e AZFyeye BFx

f (& {z} chiuso in X per ogni = € X)
ngVx#yEXﬂA,B aperti t.c. r € A, ye Be ANB=0O
i (& “lim. unici”: f,g: D — X cont. = {f = g} ch. in D)

Ty <5 T, 4+ Vo € X VO C X chiuso t.c. x ¢ C

A JA,B aperti t.c. € A, CCBe ANB=g
(& Vo e X 3B, base di intorni chiusi)

T, £ T+ VO, D C X chiusi t.e. CND =g
dA,B aperti t.c. CCA, DCBe ANB=0U

(T2 = Hausdorff Ts; = regolare T, = normale)

Note: 1) senza Ty in T3 e T, non si avrebbe T, = T3 = Ty
2) Ty # Ty (Xeof con X insieme infinito)
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3) Ty & T3 (Rg = (R, ({{z} U (Ja,b|NQ) |a <z <beR})))

4) Tg = T, (Rf con Ry = (R, {{[a,b] |a <beR})))

Conservazione degli assiomi di separazione:

sottospazi UNLOMNA prodotti quozienty
Ty S S ST NO
Ty ST ST ST NO
Ty ST ST ST NO
T, |NO (SIperch.) SI NO NO (R?)

Note: 1) unioni: S C X;U...U X, ap./ch. & SNX; ap./ch. Vi

2) quozienti: —+—

Metrizzabilata

X = X7 sp.top. metrizzabile & 34 metrica su X toe. T = Tg
(metrica compatibile con T)

Conservazione della metrizzabilita

quozienty
NO

sottospazi UNIONA prodotti

SI SI SI

Note: 1) d~d con d(z,y) d:efmm{d(a;,y), 1}
2) Y C(X,d) = (Ta))y = Ty (d)y = metrica indotta su Y)
3) unioni: d; metrica per X; = d metrica per X U...U X,

con d(x,y) = {di(as,y) o ac.,y - XZ
1 altrimenti
4) prodotti: d; met. per X; = d,d’,;d” met. per Xy x...x X,
con d(x,y) = max; d;(T;,y;)
d'(z,y) = Xidi (x4, ys)
d"(z,y) = /Xidi (i, y;)?

5) quozienti: —+—
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Esempi: R™, B™, S™, I, T™, Xjisc s0n0 metrizzabily

Applicazioni tra spazi metrici

f: X =Y con X = (X,d) e Y = (Y,d) spazi metrici
continua, <= Vo € X Ve >0 36(x,e) > 0 tale che

d(z,2') <6 = d(f(z), f(2')) <e
uniformemente continua £ ve>0 16(e) > 0 tale che
d(z,2') <6 = d(f(z), f(2')) <e
k-lipschitziana <= d(e) =¢e/k cioe d(f(x), f(2'")) < kd(z,z")
(applicazione) isometrica & d(f(x), f(z")) =d(z,2")

. . def . . . .
1sometra < f biuntvoca e isometrica

<= f biunivoca, f e f~! isometriche

(X,dx) = (Y,dy) <L 3f:(X,dx) — (Y,dy) isometria
spazi isometrici (metricamente equivalenti)

Note: 1) f isometrica = lipschitz. = unif. cont. = continua
f isometrica = immersione (f : X — f(X) isometria)
(isom. lipschitz. e unif. cont. dipendono dalle metriche)
2) f: X =Y, g:Y — Z unif. cont. /lipschitz. /isometrica
= gof : X — Z unif. cont./lipschitz. /isometrica
3) f isometria = f omeomorfismo e f~! isometria

Y

- quindi = e una “relazione d’equivalenza” tra sp. met.
4) Isom(X,d) &l {h: X — X | hisometria} < Omeo(X,7Ty)

Funzioni reali su spazi metrici

X = (X,d) spazio metrico
29 € X ~ g, X — R definita ¢, ()
SCX ~ pg: X — R definita pg(z) =

d(x,x)

_d( ,9) il infgcgd(x,s)

Note: 1) ¢, € ps sono 1-lipschitziane
2) CLS = g (0) = {x € X |d(z,S) = 0}
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Lemma di Urysohn per spazi metrizzabili (vale anche per sp. T))

X spazio top. metrizzabile, C, D C X chiusi tale che CND = <
= 3f: X — [0,1] continua tale che f(C)=0e f(D) =1

Dim. f = pc/(vc + ¢p)

Prop. X spazio top. metrizzabile = X spazio top. T

Dim. x #y ~ A= B(x,d/2) e B= B(y,d/2) con d = d(x) > 0
C,D ~ f (Urysohn) ~ A = f~1([0,3]) e B= f~*(]3,1])

Teorema di Tietze per spazi metrizzabili (vale anche per sp. T))

X sp.top. metrizzabile, C' C X chiuso, f: C — [0,1] continua

= dg: X — [0,1] continua t.c. g = f (estensione continua)

Dim. [0, 1] si puo sostituire con [—1,1] = [0, 1]
Lemma di Urysohn + induzione ~» g, : X — [—1,1]
t.c. 1) go = 0 e g, continua per ogni n > 1
2) |f(z) —gn(x)] <2"3" Ve (CVn>1
3) |gni1(z) — gn(x)| <2737 Ve e X Vn > 1
(gn ~ Oy ={z € C| £ (f(z) — gnlz)) = 27/3""'}
C*t c C chiusi in X ~ h, : X — [—27/3n+1 gn/gn+l]
t.c. hy(CF) = £27/3" s g1 = gn + hyp)

on/3n

f — gn
Qn/3n+1_ ___________________ /\‘/\/

_Qn/3n+1

—gn/3n ,

~ g =My oo gn 1 X — [—1,1] continua t.c. g = f
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Asstomai di numerabilita

X spazio topologico
I numerabile <2 Vz € X 3B, base di intorni numerabile

IT numerabile <2 3B base numerabile per la topologia
separabile &1 3D c X denso numerabile

Esempi: 1) X spazio topologico metrizzabile = I-numerabile
(B, = {B(x,1/n)|n > 1} base di intorni numerabile)
2) R™ e II-numerabile e separabile

Note: 1) II-numerabile = I-numerabile e separabile
(B={B,|n>1} ~ D ={z, € B,|n>1})
2) I-numerabile e separabile # II-numerabile (Ry)
3) I-numerabile = separabile (Rgisc)
) separabile # I-numerabile (Rcof)

Conservazione degli assiomi di numerabilita:

sottospazi UNIONA prodotti quozienty
[-num. SI SI SI NO (R?/R)
I[T-num. SI SI SI NO (R?/R)
separabile |[NO (—ACRp) SI SI SI

Note: 1) I-num. e II-num.: dalle proprieta delle basi
2) separabile: D; denso in X; per ogni i = 1,...,n
= D,U...uD, denso m X;U...UX,
Dy x...x D, denso m X; x...x X,
f: X —Y continua, X sep. = f(X) sep.

Prop. X spazio topologico I-numerabile:
1) ClE ={z =limz, con (z,)n>1 C E} per ogni £ C X
2) f: X =Y continua & [limx, =z = lim f(x,) = f(z)]
(imx, = x PLEN VIeZ, 3n>1 tale che z, € I Vn > n)
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Dim. 1) B, = {B,}n>1 base di int. numerabile ~»
xrcClE & Vn>1dae, e ENBN...NB,
2) f continua < f(CLE) CCUf(F)) VE CX
< lim f(zy) = f(z) V(zp)n>1 C X tec. imaz, =2

Prop. X spazio top. metrizzabile e separabile = II-numerabile

Dim. D C X denso ~ B ={B(xm,1/n)|xym € D,n>1}
reAeT ~ B(x,e) CA

~n> 2/~ xy € B(z,1/n) A
= x € B(xpm,1/n) C A @ B(x,¢)
B(am,1/n)

Teorema di Lindelof

X spazio top. II-numerabile, A ricoprimento aperto di X

= 3 {A,}n>1 C A sottoricoprimento numerabile

Dim. B base numerabile ~ By ={BeB|dA€ At.c. BC A}
Ba=A{Bn}n>1 ~ {Apn}n>1 C A con B, C A, per ogni n

Partiziont dell’unita

X spazio topologico

f: X — R~ supp f o

Cl(f~*(R—{0})) «— supporto di f

A={\,: X —[0,1]},>1 partizione dell’unita su X
<g> 1) Ap continua per ogni n > 1

2) {supp An}n>1 famiglia localmente finita

3) Xn>1An =1 (la somma e localmente finita)

A partizione dell’unita subordinata ad A (ricop. ap. di X)

PLEN 4)Vn>13dA¢€ A tale che supp A, C A

Prop. X spazio top. metriz. II-numerabile, A ricop. aperto di X
= JA = {\, }n>1 partizione dell’unita subordinata ad A
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Dim. A~ B={B,|r€B,CB,CA, €A, € X} ricop. aperto
~C={C,|zeC,cC, CB,,z€ X} ricop. aperto
~ C' ={C,, = Cy, }tn>1 sottoricoprimento numerabile
~ Ny 0 X = [0,1] >t tee 0 (Cr) = 1 e suppn, C By,
~ A X = [0, 1] s e Ar =1 e Ay =0 (1 — Zicn )
(Bi<nXijc, =1 = Ao, =0 Vm >n = A part. unita
supp A, C suppn, C A, Vn>1 = A subord. ad A)

Note: 1) A= {A,}n>1 numer. ~ A ={ A, }n>1 t.c. supp A, C A,
2) {fn: Ay = R"}p>1 ~ f: X - R™
(f = SuziMafa con faja, = fo € fax—a, =0Yn>1)
t.c. 1) fn continua per ogni n > 1 = f continua
2) [ fo=frll <& in ApNAy Vn,n' >1 = |f—ful <e
3) fa(x) =vper ognin>1= f(zr)=w

Compattezza

X spazio topologico compatto
NP ricop. aperto di X I {Ay,...,A,} C A sottoricop. finito
< VA ric. ap. basico di X F{A,...,A,} C A sottoricop. finito

Esempi: 1) [0,1] C R e compatto
(A ric.ap. ~ T ={te[0,1] | [0,t] C Ay U...UA,}
s=supl €[0,1] =>=secAecA=s=1€T)
2) X C R™ compatto < chiuso e limitato
(conservazione della compattezza + prop. seguente)

Conservazione della compattezza:

sottospazi UNIONA prodotti quozienty
NO (SIperch.) SI SI SI

f: X —Y continua, X compatto = f(X) compatto
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Note: 1) sottospazi: proposizione seguente

2) unioni: X = X;U...UX, con X; C X comp. = X comp.

3) prodotti: A ric. ap. basico di X XY ~~
A* = {ATxBY,..., A} xB} } t.c.{z}xY CUA"
= A"XY CUA" con A" = AT N...N A} aperto
~ {AT L AT e X = AT UL U AT
= A"U...UA" C A sottoricop. finito

4) appl. cont.: B ric.ap.di Y = A= f~1(B) ric. ap. di X

Prop. 1) X spazio top. compatto, Y C X chiuso = Y compatto
2) X spazio topologico Ty, Y C X compatto = Y chiuso

Dim. 1)Amc ap. di Y ~ A = {A|A€A}U{X Y} ric.ap. di X
o {AL A, X=Y Y C A~ {Ar,. . ALY C A ric. finito
) zreX-Y,yeY ~ A, B, ap. disg. t.c. z€ A, ey € B,
~A=A,N...NA,, , B=DB, U...UB, aperti disg.
tc,credeYCB(=ACX-Y)

Prop. X spazio topologico compatto Ty = T

Dim. 1) Ty = T3 seque dalla dimostrazione precedente
) Tg = T, analoga con D C X —Y chiuso al posto di x

(@2. (6,0

Note: 1) X spazio topologico compatto Ty = localmente compatto
2) X spazio topologico localmente compatto Ty = T3

Prop. X spazio topologico compatto, Y sp.top. Ty
f: X —Y continua e biunivoca = omeomorfismo

Dim. C' C X chiuso = C compatto (con la top.indotta)
= f(C) compatto = f(C) CY chiuso
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Nota: X spazio topologico compatto, Y spazio topologico Ty
f:X =Y cont. (su) = f/~; 1 X/~p — Y immers. (omeo.)

Esempi: 1) [O,l]/Ongsl
2) Bm/azwx Vo, 2/ € Sm1 = Br/smTl = 5
3) /xw—xV:CESml_Pm

Compattificazioni

X compattificazione di X spazio topologico Ty

Mo x spazio topologico compatto Ty tale che X C X denso

Note: 1) X compatto Ty = X = X & Vunica compattif. di X
2) X sp.top. Ty ma non T3 = X non ha compattif.
3) i: X — Y immersione densa con Y sp.top. compatto Ty
= Y compattif. di i(X) = X ~ X =Y compattif. di X
) h: X —Y omeo con X,Y sp.top. Ty
~ {compattif. di X} < {compattif. di Y}

1) R~]-1,1[ ~ R= RU {—00, 400} = [—1,1]
2) [-1,1]/_1 ~1 2 S" ~ R=RU {0} = 5!
3) R™ = Int B™ ~» R™ = B™

4) R™ C P™ ~» R™ = P™ (R™ =~ R™/.)

5) Bm/Sm=1 >~ gm ~, Rm = R™ U {0} = §™

Esempa:

X compattificazione di Alexandroff di X sp.top. Ty mon compatto
£ X compattificazione di X t.c. X = X U {oo}

Prop. X spazio top. Ty localmente compatto mon compatto
= d X compattificazione di Alexandroff di X

Dim. X = Xl_l{oo} T=TU{(X-K)U{oc} | K C X compatto}
X = (X,7) compatto (.A ric.ap. = F(X — K)U{oco} € A)
X loc. compatto Ty = X e To
X non compatto = X C X & denso
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Note: 1) vale anche il viceversa: 3X = X loc. compatto
2) X e unica a mano di omeo canonici (= idx su X)
3) h: X =Y omeo ~ h: X —Y omeo (hx = h, h(co) = c0)

Esempio: R™ >~ gm

@ :S™—{(0,...,0,1)} — R™ biunivoca
A proiezione stereografica
(Tt Tmy1) = (T1, 0, Tm) /(1 — Tmsr)
90_1(%17 oy Tp) = (2%1\, Loy Ry, HQUHQ - 1)/(H$”2 +1)
© omeo = ©: S — R™ omeo

Compattezza megli spazi metrizzabili

Prop. X spazio top. compatto metrizzabile = separabile (IT-num.)

Dim. B, = {B(z,1/n)|x € X} ricoprimento aperto per ogni n > 1
~ {B(xin,1/n)|i=1,...,my,} sottoricoprimento finito
= D={x;n|i=1,...,my,n>1} denso in X

Prop. X spazio topologico metrizzabile, sono equivalenti:
1) X compatto
2) S C X infinito = S’ # & (Bolzano-Weierstrasse)

3) V(xn)n>1 CX F(zy,)i>1 — x € X (comp. per successioni)

Dim. 1) = 2) " =@ = § chiuso e discreto = S finito
2) = 3) {xntn>1 finito = I (zy,)i>1 tec. 2y, = Vi>1
{zn}n>1 infinito = oz € X di acc. per {z, }n>1
= J(zp,)i>1 t.c. zy, € B(x,1/i) = (zy,)i>1 — «
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3) =1)3) = B,={B(x,1/n) |z € X} ~ A, sottoric. finito
= X e II-numerabile (U,.A, base numerabile)
A ric. aperto ~ {4, },>1 sottoric. numerabile
B sottoric. finito di A (per assurdo)
~ (Tp)p>1 C X tc. z, € Ay UL..UA,
= (z,)n>1 non ha sottosucc. convergenti

Note: 1) compatto = B.-W. vale anche per spazi non metriz.
2) (X,d) sp. metrizzabile compatto <= limitato

Prop. (X,d) spazio metrico compatto, A ricoprimento aperto
= Je >0 t.c. B(x,e) CA, € A Vo e X (num. di Lebesque)
Dim. A~ B ={B(x,e,) |z € X} con B(z,2¢,) CA, € A VreX
{B(x;,ez,) |1 =1,...,n} sottoric. finito
~ e =min{€yy- .y Ex, )

Prop. f: (X,d) — (Y,d) con X compatto
f continua = f uniformemente continua

Dim. e >0 ~ B={B(y,e/2) |y € Y} ricoprimento aperto di ¥
~ A={f"1(B(y,e/2)) |y € Y} ricoprimento aperto di X
~> d(e) = numero di Lebesgue per A

Spazi metrict completi

(X,d) spazio metrico completo

PLEN [(z,)n>1 succ. di Cauchy in X = (z,),>1 convergente in X]

Gve>03n>1 te. n',n" >n=d(x,,x,) <e
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Note: 1) la completezza mnon & una prop. topologica (dipende da d)
2) (X,Tgq) sp.top. compatto = (X,d) sp. met. completo
3) (X,d) completo = [Y C X chiuso < (Y,d)y) completo]
4) (X;,d;) completo Vi = (X;U...UX,,d) completo
5) (Xi,d;) completo Vi = (X{ x...x X,,,d/d"/d") completo

Prop. (X,d) sp. metrico t.c. 3¢ > 0 con B(z,e) compatto Vo € X
= (X,d) spazio metrico completo

Dim. (p)n>1 succ. di Cauchy in (X, d)
= dn>1dxre X tc. x, € B(x,e)Vn>n
~> (Xp,; )i>1 sottosucc. convergente = (x,),>1 convergente

Nota: <= non vale (loc. compatto <= completo)

Esempi: 1) R™ completo non compatto
2) R™ — {0} localmente compatto non completo
3) C(R,R) completo non localmente compatto

Teorema di Baire

(X,d) spazio metrico completo
A, C X aperto denso Vn >1 = N,>14, denso

Dim.xeX,e>0~ a1 € A, e1>0
t.c. B(a1,€1) C Ay ﬂB(ZU,€>
induz. ~ a, € Ap, 0 <e, <ep_1/2
t.c. B(ap,en) C AN B(ap—1,6n—1) B(z,¢)

) U
= (a succ. di Cauch -
= a, — a € Np>1 A4, N B(x,¢) U

B(a27 52) C A2

Teorema del punto fisso per le contrazioni

(X,d) spazio metrico completo mon vuoto
f: X — X Ek-lipschitziana con k < 1
= dlx e X t.c. f(x) = (punto fisso)
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Daim. I()EX’\/*LU()lil‘llixgli...lixn_lli)$nli>xn+1li>...

d(Tp, Tnit) <kd(xp_1,2,) < ... < k"d(xg,z1) VN >1
= (xn)n>1 succ. di Cauchy in X = x, — x punto fisso

x e x' punti fissi = d(x,2") =d(f(x), f(z")) < kd(x,2")

Note: 1) il teorema mon vale per funzioni (strettam.) 1-lipschitz.
2) i teoremi precedenti ricorrono spesso in analisi
applicati a spazi di funzioni, ad esempio per provare:
1) 3f: R — R continua ma ovunque non derivabile
2) 3! soluzione per i problemi di Cauchy

Connessione

X spazio topologico
connesso 2 BA BC X aperti # 2 t.c. ANB=@e AUB=X
< [S C X aperto e chiuso = S = &, X|
connesso _per_archi PLEN Ve,y e X Ja:[0,1] — X continua
te. a(0) =z e a(l) =y

Esempi: 1) [0,1] C R e connesso (per archi)
(0eSc[0,1] ap. e ch. ~ T ={x€[0,1] | [0,2] C S}
s=suplT e€|0,1] = s=1€T = S=[0,1])
2) X C R connesso (per archi) <
X = @, punto, intervallo, semiretta, R
3) X C R™ convesso <= X connesso (per archi)
4) R™ — F connesso (per archi) se m > 2 e F finito/num.

Conservazione della connessione (per archi)

sottospazi UNIONA prodotti quozienty
NO NO S S

f: X —Y continua, X conn. (p.a.) = f(X) conn. (p.a.)
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Note: 1) prodotti: X XY = Uyey X x {y}U{xo} XY (prop.seguente)
2) appl. cont.: S C f(X) ap.e ch. = f~1(S) C X ap. e ch.
a:[0,1] = X cont. = foa:[0,1] =Y cont.

Prop. X = U;erX; sp.top., X; connesso (per archi) Vi € I
allora: 1) N;erX; # @ = X connesso (per archi)
2) X;NX;, #aViel = X connesso (per archi)

Dim. 1) xg € Nier X; = [S C X ap.e ch. t.c. xg € S
= J#=5NX; CX; ap.e ch. in X;
= SNX;=X;Viel = 5=X]
= a arco i X; C X tra g e x € X
B arco in X; C X tra zg e y € X
~ vy=a-p arcoin X tra x e y
2) X = Uier X] con X! = X; UX;, (Nier X! D X, # 9)

Prop. X spazio top. connesso per archi = connesso
Dim. X = Uzexa,(]0,1]) con a, arco tra xg e x
Nota: connesso # connesso per archi

(X =10,1] x {0y U{l/n|n =1} x[0,1]U{(0,1)}

e connesso (prop. seguente) ma non connesso per archi
Ba:[0,1] — X cont. t.c. a(0) = (0,1) e a(1) # (0,1))

(071)° (171)

(0,0) (1,0)

Prop. X spazio top., D C X denso, D connesso = X connesso

Dim. d#SCX ap.ech. = 3#S5SND CD ap.e ch.
= SND=D=DCS=5=X(X=CDcClS=25)
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Componenti connesse (per archi)

X spazio topologico, € X ~~

C, = U{C Cc X | z € C connesso}
— il piu grande sottosp. connesso di X contenente x
(componente connessa di = in X)
A, = U{A C X | x € C connesso per archi}

il pit grande sottosp. conn. p.a. di X contenente x

(componente connessa per archi di x in X)

Note: 1) Cx = {C; | x € X} & una partizione chiusa di X
2) Ax ={A, | © € X} & una partizione di X
3) #(Cx) e #(Ax) sono proprieta topologiche

(h: X =Y omeo ~ Cx — Cy e Ax — Ay corrisp. biun.)
Prop. 1) X spazio top. loc. conn. = C, aperto Vo € X
2) X spazio top. loc. conn.p.a. = A, aperto Vo € X

Dim. X loc. conn. (p.a.) = Ve e X 31 €Z, t.c. I conn. (p.a.)
= 1CC, (Ay) = x€IntC, (IntA,) = C, (A;) aperto

Corol. A C R aperto & A = unione disgiunta numerabile
dr intervally aperti

Dim. A loc. conn. = comp. connesse di A = intervalli aperti

Prop. X spazio top. connesso e loc. connesso p.a. = connesso p.a.

Dim. r € X ~ A, aperto e chiuso non vuoto = A, = X



