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Omotopia

X,Y spazi topologici
def

omotopia di X in Y H:X x[0,1] =Y continua

Note: 1) H omotopia «~ (hy : X — Y )ici0,1) famiglia “continua”
di appl. cont. definite hy(z) = H(x,t)
2) X compatto, Y metrizzabile con metrica d
~ C(X,Y)={f: X =Y | f continua} spazio top.
metriz. con metrica d(f, f') = maxzex d(f(z), f'(z))
= H omotopia di X in Y «» a arco in C'(X,Y)
(a:[0,1] = C(X,Y) definito «(t) = hy Vt € [0,1])

f, f+ X =Y applicazioni (continue) omotope (f =~ f’)
(d:ef) dH : X x [0,1] — Y omotopia tale che hg = f e hy = f’
(- omotopia tra f e f/ (H: f~ f)

Note: 1) ~ ¢ una relazione d’equivalenza su C(X,Y) ~ [f]
(H:f~f'~H:f ~fdefinita H(z,t) = H(z,1—1)
H:f~f K:f ~f"~L:f~f"

H(z,2t) se 0 <t<1/2

K(zr,2t—1)se 1/2<t<1)

) fef XY gg Y > Z = gof=goff: X — 2

(H: f~f K:g~g ~ L:gof>~gof
definita L(x,t) = K(H(x,t),t))

definita L(z,t) = {

Esempio: f: X — R™ continua = f~0 (H(z,t) =t f(x))

f: X —Y equivalenza omotopica
PLEN f continua, dg: Y — X continua t.c. gof ~i1dx e fog ~idy

X~y & df: X — Y equivalenza omotopica
[ spazi con lo stesso tipo d’omotopia (omotop. equivalenti)

Note: 1) f: X — Y omeo = equiv. omot. (X =Y = X ~Y)
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2) f: X =Y, g:Y —Zeq.omot. = gof : X — Z eq. omot.
3) >~ e una “relazione d’equivalenza” tra spazi topologici

X spazio topologico contraibile PLENES TP 1dx ~ costante

Note: 1) X spazio top. contraibile = connesso per archi
2) X spazio top. contraibile < f ~ cost. Vf:5 — X cont. VS
f~cost. Vf: X —-Y cont. VY

Esempi: 1) R™ e contraibile (hy(z) =tz ~ H : 0 ~idgm)
2) C C R™ convesso = contraibile (0 € C ~ H : 0 ~id¢)
3) C contraibile = X x C' ~ X per ogni spazio top. X

Omotopia relativa

H: X x[0,1] =Y omotopia di X in Y
omotopia relativa a S C X PR hejs = hojg VI € [0, 1]

f,f'+ X =Y applicazioni continue omotope mod S (f ~g f’)
g 1 H omotopia tra f e f/ relativa a S (H : f ~g )

Note: 1) f s f' = fis = flg (ma f=f' ¢ fis = flg # f =g f)
2) ~g e una relazione d’equivalenza su C(X,Y) ~ [fls
3) fees ' X =Y, g g Y - Z con f(S)CT
= gof=sgof : X -7

X spazio topologico, Y C X sottospazio

XNY <5 3H idy ~y r: X — X tale che r(X) =Y

C deformazione di X su Y

Note: 1) X Y, Y " Z = X Z
2) X WY = X>2Y ma XY CX-XNWY
3) XY & dZ tale che X /" Z WY

Esempi: 1) C' C R™ convesso = C ~ x (in particolare R™ ~ 0)
2) Cvx = X xCORW X xx2X (~ R™—{0} =™ 1)
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X spazio topologico semplicemente connesso (per archi)
S vrye X Ja: [0,1] — X continua t.c. a(0) =z e a(l) =y
unica a meno di omotopia mod {0,1}

Esempi: 1) R™ e semplicemente connesso Vm > 1
2) R™ —{0} e semplicemente connesso Vm > 3
(a arco in R™ — {0} ~y 1} arco poligonale
~r0,1} arco poligonale con due lati)
3) S™ e semplicemente connesso Vm > 2

Prop. X spazio top. contraibile = semplicemente connesso

Dim. a,5:(0,1] — X cont.t.c. a(0) =5(0) =z e a(l)=5(1) =y
~ fi: 8L — X continue t.c. fioiy =ae foi_=f
~ f=fLUf_:S"— X continua

o)
- o
’ &Ll It /‘51 [+ g

o
X contraibile ~ H : cost. >~ f

~ H/~ =2 g: B> — X cont. t.c. gist = f
. K/~ con K definita da K(s,t) =ts

H K

St x[0,1] —— X St x[0,1] ———— B*
T
St x[0,1]/8t x {0} St x[0,1]/S* x {0}

Z_|_ 2{0,1} Z_|_ . [O,l]—)BQ :>Oé:g°7/_ 2{0,1}902_ :5
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Ravestimenta

p: X — Y applicazione continua tra spazi topologici
rivestimento <2 VyeY 3B CY intorno aperto di y
t.e. 1) p71(B) = A= UijesA; # 2
2) pja, : Ai — B omeomorfismo Vi € I

Note: 1) p: X — Y rivestimento <= omeomorfismo locale
2D)p: X =Y, q:Y — Z rivest. & qop: X — Z rivest.
(= wale se g rivest. finito, cioe ¢ 1(z) finito Vz € Z)

Esempi: 1) 7: X =Y X D — Y con D spazio top. discreto
2) m: R— S'~= R/7Z (definita 7(t) = (cos 27t, sin 27t))

m: R™ — R™7Z"™=T™ n:8m — S"/ly,=P™

Prop. X G-spazio con azione ¢ propriamente discontinua

VeeX FT e, tc. p,(I)NI =2 Vge G—{e})
= m: X — X/G rivestimento regolare

Dim. A C X intorno aperto di x t.c. p,(A)NA=2 Vge G- {e}
~ B =m7(A) int. aperto di y = 7(x) t.c. 77 1(B) = Uyp,(A)

Note: 1) ¢ azione prop. disc. <= azione effettiva e libera
(p: G — p(G) < Omeo X e p, senza punti fissi Vg # e)
2) <= vale se X sp.top. Ty e G gruppo finito

Prop. p: X — Y mwestimento
= Va:[0,1] =Y cont. Vzg € X t.c. p(xg) = yo = «(0)
A a:[0,1] - X cont. t.c. a(0) =zpepoa=a

(proprieta di sollevamento unico dei cammini)

Dim. B ={B C Y| B soddisfa le prop.1 e 2} ric. ap. di Y
~0<tg<ty <...<tym=1tc allth_1,tn]) CBEB
3! soll. cont. di oy, —1] = 3! soll. cont. di o,

(tn-1) € Ai ~ Q1,00 = (P1a) " o Qen 1 20])
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A, C X

—E

0 tp—1 tn 1

Prop. p: X — Y riwestimento, S spazio topologico
= VH:5x][0,1] =Y cont. Vf:S5 — X cont. t.c. pof = hyg
I H:Sx%x[0,1] — X cont. tec. hg=f epoH=H
(proprieta di sollevamento unico delle omotopie)

Dim. s € S ~ ag : [0,1] = Y cammino definito a,(t) = H(s,1)
~ ag: [0,1] = X t.c. as(0) = f(s) e peas = ay
~ H(s,t) = as(t)

I [t,t"]

H continua in {s} x [0,¢] = H continua in {s} x [0, + ¢
(H(s,t) € B~ H({s} x [t',t"]) C B ~ H(s,t') € A;
~> H(I X {t }) C A = H|IX[t/ t//] — (p'Az)_l o H|IX[t/,t”])
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Note: 1) a costante = a costante (per Vunicita)
2) H omot. relativa a 8" C S = H omot. relativa a 5’

Prop. p: X — Y mwestimento
S spazio top. loc. conn. p.a. e sempl. connesso, sy € S
= Vf S =Y continua Vay € X t.c. f(sg) = Yo = p(zp)
El'f S — X continua t.c. f(so) =Xy e po f:f

Dim.

A, C X

0 1

S conn.p.a. = s€ES ~a~ f=foa~ B~ f(s)= (1)
S sempl. conn. = f ben definita (f(s) non dipende da «)
S loc. conn. p.a. = f continua

(AcC f~4B) C S int. conn.p.a. di s = ]7|A = (pja,) "o fla)

rivestimento universale di X spazio top. connesso per archi
def

p: X — X rwestimento con X semplicemente connesso

Y

Note: 1) X loc. conn.p.a. = p: X — X unico a meno di = (se 3)
2) X conn.p.a. e loc. sempl. conn. = F!p: X — X riv. univ.

Esempi: S! 2 R 5 §t, Tm~pgm ~,pm_ pm~gm T, pm>2
Prop. X spazio top. loc. conn. p.a. = p: X — X rivest. regolare
p=Er: X —->X=2X/G, con G, ={g€ OmeoX | pog=np})

Dim. p(Zo) =p(31) © Fg=p: X — X cont. t.c. g(Zo) = T
unicitd = [To,T1 ~ g = Ty, T0~ g '] = g omeo = g € G,



