Geometria 2 Gruppo fondamentale /1

Gruppo fondamentale

X spazio topologico, x € X (punto base)
Q(X, ) ol {w:1]0,1] = Xcontinua t.c. w(0) =w(1) = *x}
msteme deti cappt in X con base in

x € Q(X, %) definito x(t) = Vt € [0,1] «— cappio costante
weE QX, %) ~ w e Q(X, %) «— cappio inverso
definito w(t) = w(1 —t) Vt € [0, 1]
wi,wy € Q(X, %) ~ w=w; wy € Q(X, *) «— concatenazione
wi(2t) se 0 <t <1/2
{wl(Qt—1) se 1/2<t<1

definito w(t) =

Note: 1) w-* >~ 13 w1y *-w Ywe QX *)
2) w1y * Moy 0w Yw € QX *)
3) (wi-ws) - ws ~10,1} W1* (wo-wg) Vw; € Q(X,*)
b) wi-wy >4y wi-why Vw; >~y wp € QX *)
w * w1+ (w2 w3) w1 - wh
w(t)
W w1 Wl Wy H1 HQ
* W u_J|
W -k W - @ (w1-we) - ws W1+ Wy
def

1 (X, %)

(Q<X7 *)7 ')/2{0,1}
gruppo_fondamentale di (X, x*)

nota m (X, %) = m (A, x) con A, comp. connessa p.a. di * in X

Esempi: 1) m(R™,%x) =0 Vm>1
2) m(SL*)2Z (n: R— R/Z= S, +=m(0) ~~
(S %) — Z definito ¢ ([w]) = &(1)

con w unico soll. di w t.c. w(0) = 0)
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f: X — Y applicazione continua, x € X, f(x) =% €Y
o fiorm (X %) = m (Y ) definita fi([w]) = [f o w]
omomorfismo indotto da f

Note: 1) f. ben definita e omomorfismo
2) ide =id e (gof)s = guo fu (m1 : TOP — GR funtore)
3) f: X =Y omeo = f,:m (X, %) = m(X,*) isomorfismo
) feg: X =Y = fi =g, m (X, %) > m (Y, %)
5) X v Y 3% = m (X, %) Z2m(Y,x) (X v =m(X,*)=0)

Indipendenza dal punto base

X spazio top., a: [0,1] — X arco t.c. a(0) = % ( ) =+
oy T (X #) — (X #) definita oy ([w]) = [@-w - af

Note: 1) a, ben definita e omomorfismo

1)
2) _{01}6=>Ck* 5*.7T1(X,>|<)—>7T1(X,*/)
3) (- B)s = Bueax Va,B archi in X t.c. a(l) = 5(0)
k) ay isomorfismo (auye ay = i, (X %) > Qxo Oy = idm(X,*/))
5) we Q(X,x) = w, = contugio per [w] in m(X,*)

Prop. X spazio topologico connesso p.a.
= 7T1(X,*) = 7T1(X, */) V" € X

Dim. o arco tra « e ¥~ ay @ 1 (X, %) — 71 (X, %)

Nota: Visomorfismo (X, *) = w1 (X, *') non & unicamente
determinato (dipende dalla classe di omotopia di «),
ma lo e a meno di coniugio (Bx = (@ - B)so ay)

Invarianza omotopica

H: X x|[0,1] =Y omotopia, x € X
~e ol 1 0,1] = Y arco da hg(x) ad hq(*) definito off (t) = hy(*)

Prop. f,g: X =Y (Lpplicaziom continue, x € X
H:f~g = g.=of.
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Dim. w € Q(X, %) ~ Q:[0,1] x [0,1] — Y omotopia
definita wy = hyow Vit € [0, 1]

( ; N\ W1 =9g°w

0 Ll
J
i~y J = Qoi:{m}Q j:>gowN{01} all- (fow) -aff

= g«([w]) = [gow] = ! ([f e w]) = ol (f([w]))
Prop. f: X — Y applicazione continua, x € X, f(x) =*x €Y

wy= fow

f equiv. omotopica = f, : m (X, *) — w1 (Y, *) isomorfismo
(X,Y spazi top. conn.p.a., X ~2Y = 7 (X, *) = 7w (Y, %))

Dim. g:Y —- X, H:gof ~idx, K: fog>~idy ~~

%

—>7T1Y>I< —>7T1Xg —>7T1 f(g(*)

Q
R

s fx, fxo gy 180 = f, 180

Calcolo del gruppo fondamentale

Prop. X spazio topologico connesso p.a., x € X
T (X, %) =0 & X semplicemente connesso
Dim. <) w ~y1y * Vw € Q(X, %)
=) z,y € X, a,5:[0,1] = X archi tra x e y
=a-feQUXy) = a-B~onYy
= a~pya- (@ B) =1 (a-a)- B =1 B
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Esempi: 1) m(R™ —{0},%) =0 Vm >3
2) m(S™,x) =0 Vm > 2

Prop. X spazio topologico loc. connesso p.a.,
p: X — X restimento universale =

(X, %) 2 Gy ={g€ OmeoX | pog=p}<OmeoX
Dim. F=p!(x)C X, %€ F
~ (X, %) — F definita p(jw]) = w(1) V]w] € 7 (X, *)
con @ : [0,1] — X unico sollevamento di w t.c. @(0) = &
Y F'— G, definita da ¢(x) (%) =2 Ve e F
o p=pepim(X,4) -Gy

W1, wWo €7T1(X,>l<) 91(92(;))

Mglzp([wl]% gQ:p([WQ]) 2(>T<) 1o Wy
9 = plJr- ) ’ |

= Wi Wy = Wi~ (g1 Ws) g1 (%) 2

*

-
= g(*) = g1(92(%))
= 9 =91°92 lp

= p omomorfismo g wo
v, biiettive = p iso * Wi
Esempi: 1) T™ = R™ — T™ = R™ /7™ = (T, %) = Z™ Ym > 1
2) P2 §m s P §M 7, = (P %) 2 Ty Y > 2

Prop. X, X» spazi topologici connessi per archi
= 7T1(X1 X XQ,*) = 7T1(X1,>l<) X 7T1(XQ,>I<)
Daim. Q(Xl X XQ,*) — Q(Xl,*) X Q(XQ,*)

}biiettiva
w—— (W] = oW, Wy = Tyo W)

H:w~pnw © Hi=moH:w; ~p1y w; coni=1,2
= T1x X Moy - 7T1(X1 X XQ,*) —>7T1(X1,>I<) X 7T1(X1,>I<) 1S0
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Per calcolare 7 (X, %) con X = X; U Xy e x € X; N X, in termini di
w1 (X1, %) e m(Xa, %) serve la nozione di prodotto libero di gruppi.

A insieme ~ W (A) ({a1...an|a; € A,n >0}, -)

CON Ay ...0n- Ay ...a. -

def

=G1...ap05...a
(monoide delle parole sull’alfabeto A)

G,H gruppi ~ G x H W(GUH)/~ <«— prodotto libero
con ~ generata da: g1gs ~ g se gi-go =g in G
hiho ~ h se hi-ho = h in H
eg ~eq~J

def

Note: 1) G x H ¢ un gruppo (non abeliano se G, H 2 0)
2)GH<G*xH (r—lx]), G+ H=Hx«xG, Gx0=G
3) Vo :G— K, ¢: H— K omomorfismi
dlp: G+ H— K omomorfismo t.c. pjg =9 e pjg =9
) Ab(Gx H) =2 AbG x AbH

Esempi: 1) Zy x Zy = (a) * (b) & infinito (Z = (ab) < (a) * (b))
2) Z* ...x L=Aar) * ... % (an) = {[a...a;"]|e; € Z,k > 0}

(1, . an) ol (a1) % ...k {an) =L *...*x 1L
gruppo libero generato da aq,...,a,
~ def
G=(ay,...,0n | wW1,...;,w;) = (a1,...,an)/{w,...w)
presentazione (finita) di G con generatori aq,...a, e
relaziont wi,...,w; € {ay,...,a,) (parole in W({af}fflzn))

Note: 1) Vf:{ay,...,a,} — H applicazione con H gruppo
Ny (a,...,an) — H omomorfismo t.c. p(a;) = f(a;)
2)Vf:{ay,...,;an} — H tc. p(wy) = ... = p(wy) =eqy
AN {ay,...,an|w, ..., wy) — H omom. t.c. ¥ (a;) = f(a;)
3) Y:{al,...,an|wy,...;,w;) — G iso t.c. Y(a;) = g;
= G =(91,.--,9n) (91,---,9n generatori per G )
ek

e e __ €1
gil e e s gzk: —_— GG @ CL,Ll . .azk Nwla---awl @

COMN ~op, ., generata da ~ e wy ~...~w; ~J
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4) mon tutti i gruppi hanno una presentazione finita

Esempi: 1) 0= (), Z = {(a), Z, = (a|a™)

2) Z" = (a1, ...,an | [a;,a;] :az-ajai_laj_l, i,j=1,...n)
3) G={ay,...,an|wy,...,w;), H={vg,...,0) <G

= G/H = (ay,...,an | Wy, ..., w,01,...,0%)

= AbVG = (ay,...,an |we,... 0w, |ai,a5], 0, =1,...,n)
L) G=A(ay,...,an|wy,...;wy), H=(by,...,bp|v1,...,0%)

= G+« H=(ay,...,0n,b1,....0;m | w,...,w;,v1,...,08)

= G X H = (a1,..., A, b1y, by | We oo, Wi, v, Vg, (@4, b5])

Teorema di Seifert-Van Kampen
X = X UXy spazio topologico, X, Xy C X aperti
X1, X0, Xg = X1 N Xy connessi p.a., x € X
= i (X, %) = (X, %) 71 (Xoy %) /{d1e (W) fize (W) T w € 1 (X, %))
dove 51 : Xg — X1 e jo : Xg — Xy sono le inclusioni

Dim. 71 : X1 — X e 15 : Xo — X wnclustoni
~> 0 =gy ok doy 0 T (X, %) % (X, %) — w1 (X, %) omomorf.

w;
0 —
1

(5

8l [

Q

J

0 X5
w e m (X, %) ~ W 1y Wit Wy com w; C X0 Xy = @ epi

H :w >~y 3% ~ succ. di omotopie a8 ~p 1170 C X0 Xy
e 1dentificazioni jioe = joo e con € C X
= kerp = (jis(w)jox (W) 7 w € i (Xo, %))
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Nota: 7T1(X1,>I<) = (ai\wﬁ, 7T1(XQ,>I<) = <bi"l)j>, 7T1(X0,*) = <C7; |uj)
= (X, %) = {as, bi | wj, v, i (i) jox (i) ~")

Corol. X = X U X, spazio topologico, X, Xy C X aperti

X1, X0, Xy = X1 N Xy connessi p.a., x € X

1) (X, %) 20,71 (Xo,x) =20 = m(X,*) =0
2) T (Xo, %) 20,1 (Xo, %) =0 = 7w (X, *) =m (X, *)
3) i (Xo,*) =0 = 7 (X, %) = (X, %) xm(Xo, %)
L) m(Xo, %) =0 = m (X, %) = m (X, %) /(G (m1(Xo, %))
Esempi: 1) Xy,..., X, spazi topologici conn.p.a., *; € X;

o XV VX, 2 X U UX o~ ~
unione puntata

X; localmente sempl. conn. in x*;
= 7T1(X1 \/...\/Xn,*) gﬂ'l(Xl,*) * ... % 7T1(Xn,>k)
in particolare: m (S'V ... VSt %) =2 Zx ... xZ

2) 8™ = (8™ —{p}) U (S™ —{ps}) con m > 2
S™ —{p;} = R™ semplicemente connesso
(5™ ={p1}) N (S™ —{p2}) = R™ — {0} conn. p.a.
= 1 (S™, %) = 0 per ogni m > 2

Nota conclusiva

Per ogni spazio topologico X connesso per archi, poniamo:

def

T (X) w1 (X, *) (indipendente da * a meno di iso)

H1 (X) def

Abm(X) (indipendente da x*)
1° gruppo di omologia di X

H{(X) contiene meno informazioni di my(X ), ma esiste un,
algoritmo generale per la sua classificazione a partire da una
presentazione finita (cf. teorema di struttura dei gruppi abeliani
finitamente generati). Un analogo algoritmo non esiste nel caso
non abeliano, neppure per sapere se 7 (X) = 0.



