Geometria 2 Curve regolari mello spazio /1

Curve regolart mello spazio

C C R? curva (differenziabile) regolare
& Vpe C I~ : 1 — R con I C R intervallo aperto
e v(I) intorno aperto di p in C

parametrizzazione locale regolare

t.c. 1) v immersione topologica (= v(I) = 1)
2) A4 (), " (t),y"(t),... Yt € I (v differenziabile)
3) v (t) #0 Vt el (v regolare)

Note: 1) V(t) =~'(t) = (2'(t),y'(t),2'(t)) # 0 «— vettore velocita
v(t) = |7 (t)|| > 0 «— velocita (scalare) funz. diff. di ¢

2) C C R? curva regolare & C curva topologica “liscia”

7 retta tangente a C in p, Vp = (Z,7,2) = v(t) € C
3) y(t) =)+ (&)t —1) +e(t—1)
_ (equazione parametrica

—T /E t_t
~ Ay y+y(z)( z) retta tangente a C in p)

Esempi: 1) f: I — R? immersione topologica diff. regolare
= C' = f(I) curva regolare (omeomorfa ad R)

2) f: R— R? diff. regolare e periodica (f(t) = f(t+c))
= C = f(R) curva regolare (omeomorfa a S*t)

Prop. C C R? curva regolare, p € C
~ a1 — R? parametrizzazione naturale intorno a p

tale che ||&/(s)|| =1 Vs € I (velocita unitaria)

Dim. v parametrizzazione locale regolare t.c. p = v(t)
~ s(t) = f;””}//(T)HdT = Lung(arco di C da p a (%))
~ t(s) diff. regolare (s'(t) = ||/ (t)|| # 0 = s(t) invertibile)
~ a(s) = y(t(s)) diff. t.c. o/(s) =~ (1) 1'(s) = ')/ 17 ()]l

Note: 1) s = parametro naturale (o ascissa curvilinea)

univoc. determ. a meno di traslazioni e/o inversioni
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(tutte le altre ascisse curvilinee sono del tipo +s + c,
dove £ dipende solo dall’orientazione indotta lungo C)

2) Lung(pips) = sy — s1 (lunghezza orientata)
Lung(pips) = [s2 — s1| = lim Lung(poligonali inscritte)
3) C C R’ curva regolare connessa = C =2 R o C = S!
= C ammette param. regolare globale come negli esempn
(che si puo ottenere incollando param. naturali locali)

Prop. C C R? curva regolare
& VpeC FAC R? intorno aperto di p tale che
CNA={(x,y,2) € A|E(x,y,2) =0} con E: A — R
t.c. 1) E ha tutte le deriv. parz. cont. (E differenziabile)
2) VE; e VE;, sono vettori lin. indip. (E regolare)
con VE; = (OE;/dx,0E; Dy, 0E;/82) £ 0, i = 1,2

(E(x,y,z) = 0 equazione cartesiana locale regolare)

Dim. =) v : I — R? parametriz. locale regolare di C t.c. p = ()
' (t) #0 (v (t) 0 e 2/(t) # 0 sono analoghi)
~ t(x) Junzione differenziabile inversa locale
Ny {y—y(t(m)) ~ 0
z—z(t(x)) =0
<) VE{,VE, linearmente indipendenti in p € C'
~ W =VE; xVE; #01in p
Wy #0inp (W, #0 e W, #0 sono analoghi)
~ ¢ : I — R* differenziabile tale che

equazione cartesiana locale regolare

{(z,01(x),pa(z))|x € I} intorno aperto di p in C
~ (t) = (t,p1(t), pa(t)) parametriz. locale regolare

Note: 1) v: I — R? parametrizzazione locale regolare
= (Ei o) (t) = Ei(v(t)) = Ei(z(t),y(t),2(t)) = 0
= (E;7)'(t) = VE;(v(t)) - (t) =0

= VE{(v(t)), VEy(y(t)) vettori normali a C in v(t)
(t)) x VEy(y(t)) vettore tangente a C' in y(t)
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VE((Z,y,z —Z,y—¥y,z2—2) =0
2) p = (%.5.2) ~ 1(553? o)
VEy(Z,9,2) (xt —Z,y—9,2—2) =0
(equaz. cwrt. retta tangente a C in p)
3) C C R’ curva regolare < C ¢ loc. grafico di funz. diff.

Riferimenti di Frenet, curvatura e torsione

C C R’ curva regolare orientata (con un verso di percorrenza)

a : I — C parametrizzazione naturale (con 1’orientazione data)

p=a(s) ~ T(p) ddef
N (p) 4 o’ (s)/||a” (s)]] «— versore normale

o/(s) —— versore tangente

(HT(S =1 =T(s) T(s) =0 = N(p) LT(p))
B(p) T(p) x N(p)) «— versore binormale
~> (T(p), (p), B(p)) riferimento di Frenet di C' in p
se a''(s) #0 (N(p), B(p) non definiti se o (s) = 0)

Note: 1) T'(p),N(p),B(p) ben def. se a”’(s) # 0 (non dip. da «)
e (T'(p),N(p),B(p)) base ortonorm. positiva in p € R
2) orientazione opposta su C' ~ T (p) e B(p) opposti
N(p) non dipende dall’orientazione di C

(a(s) =a(—s) Vsel = a”(0) =a"(0))

B(p)
N(p) T(p) N(p)
C P C P
T(p) "B(p)
3) T(s),N(s),B(s) funzioni (vettoriali) diff. di s
4) T'(s) | N(s) = T"(s) - T(s) = T'(s) - B(s) = 0
N(s)-N(s)=|N(@s)||[*=1Vsel = N'(s)-N(s) =0
B(s)-B(s) =||B(s)|*=1Vsel = B'(s)-B(s) =0
T(s)-N(s)=0Vsel = N'(s)-T(s) =—-T'(s) - N(s)
N(s)-B(s)=0Vsel = B'(s)-N(s) =—N'(s)-B(s)
T(s)-B(s)=0Vsel = B'(s)-T(s)=T'(s)-B(s) =0
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K(p) ol T’ (s) «— vettore curvatura di C' in p
k(p) jef |77 (s)|| > 0 «— curvatura di C in p
7(p) J N'(s)-B(s) € R «— torsione di C' in p
se k(p) # 0 (poniamo 7(p) =0 se k(p) = 0)
Note: 1) K(p), k(p) e 7(p) sono indipendenti dall’orientaz. di C
2) C C 7 piano orient. = k(p) = |kr(p)| e 7(p) =0Vpe C

3) K(s),k(s),7(s) funzioni differenziabili di s
T'(s) = k(s) N(s)

4) R N'(s) =—k(s)T(s) +7(s) B(s) formule di Frenet
B'(s) = —7(s) N(s)

Prop. Cy,Cy C R? curve regolari orientate, h € Isom R? tale che
Cy = h(C1) come curve orientate (To,(h(p)) = he(To,(p)))

= ’L{CQ(h(p)) — 14301(]?) € TCz(h(p)) - j:TCH(p) Vpe Gy
(£ a seconda che h conserva/inverte l'orientaz. di R?)

Dim. « : I — C param. naturale ~ hoa : I — Cy param. naturale
Tc,(s) = h(Toy(s)) = Te,(s) = ha(TE,(s)) (linearita di hy)
Nc,(8) = he(Ngy(s)) = Ng,(5) = ha(Ng,(s)) (linearita di hy)
Be,(s) = £ hy(Bc,(s)) se h cons./inverte Vorient. di R’

Esempi: 1) C = retta = k(p) =7(p) =0Vpel
2) C = circonf. di raggio r = k(p) =1/r,7(p) =0Vpe C

T 2md
4@ ,7(p) =7 Vpedl

3) C' = elica circolare = k(p) =

===

w/ . v(t) = (r cos 27t, r sin 27t, d t)
_______ v (t) = (—27r sin 27t, 27 sin 27t, d)

xﬁ/ }d o(t) = Y (0)ll = VAmr + & = ¢

r ~ s(t) =0t , t(s) = s/t
a(s) = (rcos ?,rsm ?,%)
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r TS 2mr s d
T(s) = (Qf;m 264’;6 CQOS 26’26)
a’(s) = (— ;Tcos ZQT,— 727“ s’m%s O)
~ K(s) = AZST >0 VseR
N(s) = (—COS? —sm? O)
N'(s) = (2% sin, ?,—2% cos? O)
B(s) = (% sin ?,—%cos ?,?)

27Td
~ T(8) = #0 VseR
C C R® curva T'egolwre orentata
v : I — C parametrizzazione regolare

V' (t) = v(t) T'(t) con v(t) = [[v'(T)]| >0
~ (1) =0 () T () +o(t) T'(t) = o' ()T(t) +v(t)*k(t) N(t)
V') = ()T + () N(E) + o) k() 7(t) B(t)
~ () x A" (t) = v(t)?k(t) B(t) (se # 0, altrim. k(t) = 7(t) = 0)
V() x A" (t) A" (t) = v(t) k(L) (L)
(t)

(
CN(t) = B(t) xT(t) , B(t) =

/

v (t) X

> Ol
WOl 00"

w(t) = N MOEEAOIE

Forma canonaca

C C R? curva regolare, p € C tale che k(p) > 0

a : I — C parametrizzazione naturale tale che p = a(s)

¢ 1 1 .. : :
r(p) 2 =) = T (5] raggio di curvatura di C' in p
. N /7
c(p) =Lyt p) _ a’(s) centro di curvatura

) Ty



Geometria 2

Curve regolari mello spazio /6

cerchio osculatore di C' in p

C
>
T(p)
D
~

def

circ. con centro in ¢(p) e raggio r(p)
concenuta nel piano T(p), N(p)
tang. a C in p con curvatura = x(p)
(appros. C' int. a p con ordine > 2)

Nota: Vp € C esiste unica elica circolare (o circonf. o retta)

per p con lo stesso riferimento di Frenet di C
con curvatura = k(p) e torsione = 7(p)

a : I — C parametrizzazione naturale tale che p = «(0)

a//(o) ) CV”/(O)

Wa(s):a(0)+a’(O)S+TS +— s +e(s)
=p+sT(p) + K(];)SQN(ZD) + H(p)g(p)SSB(p) +0(s)

con o(e(s)) >3 e o0(d(s)) > 2

(z,y,2) coord. cart. t.c. p=0,T(p) =e,,N(p) =e,,B(p) =e,

e S y(s) =

(x(s) = s+ 0,(s)

s* +8,(s) forma canonica di C' in p

/B (p) | P ——>\C
/\—j\[(pz/_/ .
- /1p ";T(p) . piano osculatore
«— plano rettificante

A prano normale
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By
p
N(p) N m(p) >0 'ZN (p)
/ : M %\T(p) .
/P T / NN /

T(p)<0 /
4

~~ PTOLEZLONL SUL PLANL CANONACL:

Isometrie tra curve

i : Oy — Cy applicazione tra curve regolari Cy,Cy C R?
. . . . def . . .
isometria (intrinseca) <= ¢ conserva le lunghezze degli archi

(Lung(i(C)) = Lung(C) VC C Cy)

L isometria)

Note: 1) i isometria = i omeo (i continua e i~
2) i isometria = ¢ diff. regolare (i~! differenziabile)

(v param. locale regolare = i o~ param. locale regolare)

Prop. C' C R? curva regolare, Lung(C) = ¢ < oo
¢ < oo = C isometricamente equivalente a Sz}/% o]0, /7]
¢ =00 = C isometricamente equivalente |0,00] o R
(se ha lungh. oo in uno solo o entrambi i versi)

Dim. a : I — C parametrizzazione naturale globale

~ =0~ Sg/% — C i1sometria se a e pertodica
i: I — C isometria con I =]0,¢[, |0,00[ , R altrimenti

Lemma. VK, 7: I — R funz. diff., 0 € I C R int. ap., k(s) >0Vsel
Al : I — R? parametriz. naturale (loc. iniettiva)
t.e. a(0) =0,T(0) =e,,N(0) = ¢,
Ka(s) = k(s) e To(s) =7(s) Vsel
Dim. esiste unica soluzione del problema di Cauchy:
T'(s) = k(s) N(s) , T(0) = ey
N'(s) = —k(s)T(s) +7(s)B(s), N(0) =e,
B'(s) = —71(s) N(s) , B(0) =e,
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la soluzione € ortonormale positiva = B(s) = T'(s) x N(s)
(F(s)=(T(s),N(s),B(s)) matrice di vettori riga
= F'(s) = M(s)F(s) con M(s)* = —M(s)
G(s) = F(s)*- F(s) tale che G(0) = Id
= G'(s) =F'(s)* F(s)+ F(s)*-F'(s) =0
= G(s) = Id per ogni s € I)
~ a(s) = [, T(c) do unica soluzione
del problema di Cauchy: o'(s) =T(s), a(0) =0

Teorema fondamentale

C1,Cy C R? curve regolari orientate connesse

con curvatura ovungue non nulla (k;(p) >0 Vp € C;)

sono equivalenti:

1) 3h € Isom R? tale che Cy = h(C) (come curve orientate)

ko (i(p)) = ri(p) Vp € C
7 (i(p)) = £71(p) Vp € C4
3) Jayi,as : I — R? parametrizazioni naturali globali di Cy,Cy
ko(s) = ki(s) Vsel

To(s) =+7(s) Vsel

2) di: Cy — Cy isometria tale che {

tali che {

Dim. 1) = 2) 1= h|C1 O — Oy
2) = 3) ay param.nat. di C; ~ as =10 ay param. nat. di Cy

3) = 1) possiamo supporre 0 € I (a meno di traslaz. in R)
e T1(s) = (s) Vs € I (a meno di riflessioni di R?)
hi,hs € Isom™ R? tali che
hi(a;(0)) = 0,h;(1;(0)) = ex, hi(N;(0)) = e,
= hy(Cs) = hi(Cy) ~ h=h,"'ohy

Note: 1) nei punti 2 e 3 si ha il segno + < h € Isom™ R?

2) la condizione k;(p) > 0 Vp € C; non st puo eliminare

3) m(s) = £71(s) non si puo sostituire con |12 (s)| = |m1(s)|
ko(s) = ki(s) Vsel

Jh e Isom™ R? < 3 t..{
h) Sh € Isom AL\ (s) = m(s) Vs el
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5) date oy : [1 — R? e ay : I, — R? parametriz. naturali

. (ra(s) =ki(s+c) VsE
3h € Isom R @{ ) — tr(sde) Vel

3h € Isom™ R? <:>{HQ( s)=ri(s+e) Vs el
To(s) =1(s+c) Vs e Iy
6) C C R’ curva regolare connessa con k£ e T costanti
& C = segmento (k= 0) o arco di circonf. (k # 0,7 =0)
o arco di elica (k # 0,7 # 0)

Corol. C'C R? curva regolare connessa t.c. k(p) >0 Vpe C
C planare < 7(p) =0 Vp € C (condizione di planarita)

Dim. 3 curva piana con la stessa curvatura (e torsione)

Corol. Cy,Cs C R? curve regolari orientate connesse
con curvatura ovunque non nulla (k;(p) >0 Vp € C;)
dh € Isom R? tale che Cy = h(Cy) (come curve orientate)
& Ty, v o I — R? parametrizzazioni regolari di Cy, Ch
t.c. vo(t) = vl(t), ko(t) = ki(t), o(t) = 7 (¢t) Vtel

Dim. vi(t) = va(t) ~ s (t ft vi(7)dT = ft Vo (T)dT = $5(1)
~ o, J — R parametmzzamom naturah dv C1, Oy
tali che ka(s) = ko (t(s)) = k1 (t(s)) = ki(s) Vs e J
To(s) =T (t(s)) = £711(t(s)) = £ ki(s) Vs e J

Note: 1) b € Isom™R? < Fy1,79 tali che vy(t) = vy (t),
ko(t) = Kk(t), To(t) = 11 ()
2) date vy : I} — R® e v : I, — R? parametriz. regolari
dh € Isom R? & ¢ : I, — I; diff. con ¢'(t) > 0 Vt
te. v (t) = vi(e(t))e' (1)
ro(t) = ri(p(t)), Ta(t) = £71(p(1))
Jh € Isom™R? < Jo: I, — I; diff. con ¢'(t) > 0 Vt
t.e. v (t) = vi(ep(t))e' (1)
ko (t) = rk1(p(t)), ma(t) = T1(e(t))



