Geometria 2 Curve regolari mel piano /1

Curve regolart nel piano

C C R* curva (differenziabile) regolare
& <= VpeC Iv:1— R* con I C R intervallo aperto
e v(I) intorno aperto di p in C

parametrizzazione locale regolare

t.c. 1) v immersione topologica (= () = 1)
2) A4 (), (t),y"(t),... YVt €I (v differenziabile)
3) ¥/ (t) #0 Vt el (v regolare)

Note: 1) V(t) =~'(t) = (2'(t),y'(t)) # 0 «— vettore velocita
v(t) = |7/ (t)]] > 0 «— velocita (scalare) funz. diff. di ¢
2) C C R* curva regolare < C curva topologica “liscia”

3 retta tangente a C in p, Vp = (Z,7) = v(t) € C

3) v(t) =)+ ()t —1) +e(t—1)
{ r=T+2(t)(t—1t) (equazione parametrica

y=9+y({t)t—1) retta tangente a C in p)

Esempi: 1) f: I — R* immersione topologica diff. regolare
= C' = f(I) curva regolare (omeomorfa a R)
2) f: R— R* diff. regolare e periodica (f(t) = f(t+c))
= C = f(R) curva regolare (omeomorfa a St)
Prop. C C R* curva regolare, p € C

~ « : I — R? parametrizzazione naturale intorno a p
tale che [[&/(s)|| =1 Vs e I (velocita unitaria)

Dim. p(lfr'ametmzzazione locale regolare t.c. p = y(t)
ft 1Y (7)||dT = Lung(arco di C' da p a v(t))
~> t( ) diff. regolare (s'(t) = |7/ (¢)]| # 0 = s(t) invertibile)

~ afs) = 7(t(s)) diff. t.c. o’(s) =~'(1) 1'(s) =" (1)/[7 ()]

Note: 1) s = parametro naturale (o ascissa curvilinea)

univoc. determ. a meno di traslazioni e/o inversioni
(tutte le altre ascisse curvilinee sono del tipo +s + ¢,
dove + dipende solo dall’orientazione indotta lungo C')



Geometria 2 Curve regolari mel piano /2

2) Lung(pips) = s» — 51 (lunghezza orientata)

Lung(pips) = |s2 — s1| = lim Lung(polig. inscritte)
3) C C R* curva regolare connessa = C 2 R o C = S!
= C' ammette param. regolare globale come negli esempn
(che si puo ottenere incollando param. naturali locali)

Prop. C C R? curva regolare
& VpeC FAC R? intorno aperto di p tale che
CNA={(z,y) € A|E(x,y) =0} con £: A— R
t.c. 1) E ha tutte le deriv. parz. cont. (E differenziabile)
2) VE = (0E/0x,0E/0y) # 0 (E regolare)

(E(x,y) = 0 equazione cartesiana locale regolare)

Dim. =) v : I — R* parametriz. locale regolare di C t.c. p = ()
' (t) #0 (y'(t) # 0 & analogo)
~ t(x) funzione differenziabile inversa locale
~ y—y(t(z)) = 0 equazione cartesiana locale regolare
<) 0FE/0y # 0 in p (OE/0x # 0 € analogo)
~ I — R differenziabile tale che
{(z,¢o(z))|x € I} intorno aperto di p in C
~ v(t) = (t,p(t)) parametrizzazione locale regolare

Note: 1) v: I — R* parametrizzazione locale regolare
= (E-7)(t) = E(v(1)) = E(x(t),y(t)) = 0
= (Eov)'(t) =0FE/0x-2'(t) + OE /0y - y'(t) =
= VE(v(t)) vettore normale a C in p = y(t)
(equaz. cart. retta tangente a C' in p)
3) C C R* curva regolare < C ¢ loc. grafico di funz. diff.

0

Riferimenti di Frenet e curvatura

C C R* curva regolare orientata (con un verso di percorrenza)

a : I — C parametrizzazione naturale (con orientazione data)
def

p=a(s) ~ T(p) a/(s) «— versore tangente
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d

~ N(p)
\_ yersore normale

~ (T(p), N(p)) riferimento di Frenet di C in p

(T (p), N(p)) base ortonorm. positiva

Note: 1) T'(p), N(p) ben definiti (non dipendono da «)
2) orientazione opposta su C ~» versori opposti

3) T(s) = (2'(s),y'(s)) e N(s) = (=¢/'(s),2'(s))
sono funzioni (vettoriali) differenziabili di s

4) T(s)-T(s) = |T(s)IP=1Vsel=T(s)-T(s) =
N(s)-N(s)=||N(s)||[*=1Vsel= N'(s)-N(s) = O
T(s)-N(s)=0Vsel = N'(s)-T(s)=—-T'(s) N(s)

K(p) L T'(s) = k(s) N(s) «— vettore curvatura di C' in p

k(p) ol T'(s)-N(s) € R «— curvatura di C in p

Note: 1) K(p) ¢ indipendente dall’orientazione di C
2) k(p) dipende dall’orientazione solo per il segno
(orientazione opposta ~ curvatura opposta)
3) K(s) =a"(s) e k(s) ==£|[a”(s)] sono funz. diff. di s
n {T’(S) = k(s) N(s)

formule di Frenet

N'(s) = —r(s) T(s)

Prop. Cy,Cy C R? curve regolari orientate, h € Isom R* tale che
Cy = h(C1) come curve orientate (Teo,(h(p)) = he(To,(p)))

= Kc,(h(p)) = h(Key(p)) e ke(h(p)) = £ key(p) Vp € Cy
(£ a seconda che h conserva/inverte l'orientaz. di R*)

Dim. o : I — C1 param. naturale ~ hoa : I — C5 param. naturale
Tc,(s) = h(To(s)) = Te,(5) = ha(TE,(s)) (linearita di hy)
N¢,(s) = £ he(Ng,(s)) se h cons./inverte Uorient. di R*
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Esempi: 1) C = retta = k(p) =0VpeC

a(s) = (T 4+ vgy8,¥ + vys) con v = (vz,vy) versore
'(s) = (g, vy) = v, |Jv(s)]| =1 (param. naturale)
"(s) = (0,0) =0, [[&”(s)[| =0, r(s) =0

2) C' = circonf. di raggio r = k(p) =+t 1/rVpeC

v(t) = (T + rcost,g+ rsint) param. regolare
¥ (t) = (=rsint,rcost) ~ ||¥ (t)|| =r ~ s(t) =rt
a(s) = 1(t(5)) =7(2) = (7 + rcos 2,5+ rsin ?)
r r
- (_ sm— Cos — ) &/ (s)]| =1 (param. naturale)
L S\ (o 1 1
- 5= 1 _ .1
( . cos sm r> , e (s)]] o K(s) .
¢ C
1 1
K= +— o= _
r r

C C R? curva regolare orientata
v : I — C parametrizzazione regolare

(1) = (x(t),y(t)) ~ () = (év’(t),y’(t)), V() = (2"(),y" (1))

~o(t) = ||V ()] = V' (t)* + > >0 (velocita)

Forma canonica

C C R? curva regolare, p € C tale che k(p) # 0
a : I — C parametrizzazione naturale tale che p = a(s)
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r(p) 44 ]m(lp)\ = Ho/’l(s)H raggio di curvatura di C in p
/!
c(p) 4 P+ ]/Z((Z];; = a(s) + i(Sg centro di curvatura
cerchio osculatore di C' in p
it circonf. con centro in ¢(p) e raggio r(p)
tangente a C' in p con curvatura = K(p)
C p (approssima C int. a p con ordine > 2)

a : I — C parametrizzazione naturale tale che p = a(0)

Oé//(O)

~ afs) = a(0) +a’(0) s+ QT s* +e(s) con o(e(s)) > 2
=p+sT(p) + /{(2;)8 N(p) +e(s)

(z,y) coord. cartesiane t.c. p=0,T(p) =e,,N(p) = ¢,

{ z(s) = s+ ex(s)

forma canonica di C' in p
KD
y(s) = (2 )2 4 ey(s)
k(p) : : :
=75 x parabola osculatrice di C' in p

def

parabola tangente a C' in p = vertice
con curvatura k(p) mel vertice

appros. C' int. a p con ordine > 2
) |

Isometrie tra curve

i : Cp — Cy omeomorfismo tra curve regolari Cy,Cy, C R*
. . . . def . ;. . . .
isometria (intrinseca) <= i biunivoca e conserva lung. degli archi

(Lung(i(C)) = Lung(C') VC C Cy)

L isometria (~ equivalenza isometrica)

Note: 1) 7 isometria = i~
2) i isometria = 7 diff. regolare (i~! differenziabile)

(v param. locale regolare = 7o~ param. locale regolare)
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Prop. C C R* curva regolare connessa, £ = Lung(C) < oo
¢ < oo = C isometricamente equivalente a SI}/% o ]0,¢|
¢ = 0o = C isometricamente equivalente |0,00[ o R
(se ha lungh. oo in uno solo o entrambi i versi)

Dim. a: I — C parametrizazione naturale globale
~ =~ Sz}/% — C isometria se a e pertodica
i: I — C isometria con I =]0,¢[, |0,00[ , R altrimenti

Lemma. V& : I — R funzione diff. con 0 € I C R int. aperto
Ao : I — R* parametrizzazione naturale (loc. iniettiva)

t.c. a(0) =0,7T(0) =€, e kal(s) =k(s) Vsel
Dim. J(s) = [ k(co)do

~ {T(S) = (cosd(s),sini(s)) unica soluzione

N(s) = (—sind(s),cosv(s))
T'(s) = k(s)N(s), T(0) = e,
N'(s) = —k(s)T(s), N(0) = e,
~ a(s) = [; T(0)do unica soluzione

del problema di Cauchy: o/(s) =T(s), a(0) =0

del probl. di Cauchy: {

Teorema fondamentale

C1,Cs C R? curve regolari orientate connesse

sono equivalenti:

1) 3h € Isom R* tale che Cy = h(C) (come curve orientate)

2) di: Cy — Cy isometria tale che ko (i(p)) = k1 (p) Vp € Cy

3) Jayq, as : I — R* parametrizzazioni naturali globali di Cy, Cy
tali che ko(s) = £ kKi(s) Vsel

Dim. 1) = 2) 1= h|C’1 Oy — Oy
2) = 3) ay param.nat. di C; ~ ag = i aq param. nat. di Co

3) = 1) possiamo supporre 0 € I (a meno di traslaz. in R)
e ko(s) = Kki(s) Vs €T (a meno di riflessioni di R*)
hi,ho € Isom™ R* t.c. hi(a;(0)) = 0,h;(T;(0)) = e,
= hy(Cs) = hy(Cy) ~ h=h,"'ehy
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Note: 1) nei punti 2 e 3 si ha il segno + < h € Isom™ R?
2) Ka(s) = £ K1(s) non si puo sostituire con |ka(s)| = |k1($)|
3) 3h € Isom™ R* & Jay,ay t.c. ko(s) = ki(s) Vsel
}) date oy : I} — R* e ay : [, — R* parametriz. naturali
dh € Isom R* & ko(s) = £ri(s+c) Vs e I
Jh € Isom™ R?* & ky(s) = ki(s+¢) Vs € I,
5) C' C R* curva regolare connessa con curvatura costante

& C = segmento (k =0) o arco di circonferenza (k # 0)

Corol. Cy,Cs C R* curve regolari orientate connesse
Jh € Isom R* tale che Cy = h(C}) (come curve orientate)
& I, 7 1 I — R* parametrizzazioni regolari di Cy, Cy
tali che vy (t) = vl(t) e ko(t) =t r(t) VEtel
Dim. vs(t) = v (t) ~ so(t ft v (T)dT = ft v (7)dT = 51(1)

~ aq,ap: J — R? parametmzamom nat'wr(m dv Cq, Cy
tali che ko(s) = £ kri(s) Vse J

Note: 1) 3h € Isom " R?> & 1,9 t.c. va(t) = v1(t), Kalt) = k()
2) date vy : I} — R* e v : I, — R* parametriz. regolari
dh € Isom R* < ¢ : I, — I; diff. con ¢'(t) > 0 Vt t.c.

)
va(t) = vi(0(t))@' (), ra(t) = £ ki (p(t))
Jh € Isom™R* & J¢: I, — I; diff. con ¢'(t) > 0 Vt t.c.

va(t) = vi(0(t)) @' (), ra(t) = ri(e(t))

Curvatura e rotazitone totale

C' C R? arco di curva regolare orientato
a:[0,4] — R* parametrizzazione naturale di C' con £ = Lung(C)

T:[0,0] — S' ~~ 9 :[0,£] — R sollevamento di T" mediante
p: R — S! rivestimento def. p(t) = (cost,sint)

Note: 1) 9(s) ben definito a meno di 2k7 (dipende da ¥(0))
2) v

(s) = k(s) univocamente determinato

(T'(s) = (cosV(s),sind(s)) = T'(s) =1 (s) N(s))
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K(C’ oo fo |k(s)|ds «— curvatura totale

def fo s)ds = fo V' (s)ds = ¥(f) —9(0) «— rotazione totale

Note: 1) p(C) dipende dall’orientazione di C
(orientazione opposta ~» rotazione opposta)
2) K(C) > |p(C)] non dipende dall’orientazione di C
3) v:la,b] — RQ parametrizzazione Tegolafre di C

~~ K(C fo k(s)|ds = f \/4: v (t)dt
fo s)ds = f ¥ (s)s'(t)dt
:fa o'(t :ﬁ(b)—ﬁ(a)

C C R? curva di Jordan regolare orientata
v : R — R* parametrizzazione regolare periodica di C
~ hy =/~ 0 St — C omeomorfismo indotto da v

Lemma. ky : ST X [—¢,e] — R* definita ky(s,t) = hy(s) + t N(s)
e unimmersione diff. per € > 0 sufficientemente piccolo

Dim. k, differenziabile (= continua) per costruzione
k~ mon iniettiva per ogni € > 0 (per assurdo)

= Vn3ds, #s, Ity t, €[—1/n,1/n] t.c. ky(sn,tn) = ky(s),,t)
= ky(8n,tn) = ky(s),, 1)

pn:h (sn) € C, pn—h (s))eC

~ pl = hy(s]) con s, <s; <s/ tale che

k(pn) = 0'(s,) 2 n/k-an/sin(an/2)

(Lung(arco pn, pj,) < 4 sin(an/2)/n)

Js! —5e€ S (compattezza per successioni)

p=hy(5) =limp; = k(p)=limk(p,,) = oo (assurdo)

YLk (SY % [—e,¢e]) = {w € R*|d(z,C) <&}
\_ e-intorno tubolare di C (=St x 1)

N:(C)

Nota: N (C') non dipende dalla parametrizzazione v (neppure &)
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Lemma. p(C) = 2w d(Th,) € 27Z

Dim. Tohen
[07 1] T — R L R~ param. periodica t.c. h7 o =1y
lﬂ lﬂ'ﬁ go(r):%w«fw?:goo(Toff;oﬂ)
gt Lehy o p(C) =9(1) —9(0) = 2w d(T > h)

Prop. C C R* curva di Jordan regolare = p(C) = £ 27

Dim. v : R — R* parametriz. regolare periodica di C
~ Tohy~+Noh,:S — S (rotazione di +7/2)
C" = ky(S' x {Fe}) 2p e I(C) in I(C) sempl. connesso
~ H: S x[0,1] — CLI(C) omotopia tale che:
ho(s) = h(s),h1(s) =p,he(s) = ky(s,Ft) Vs VI <¢
~ K : £ N oh, ~v,°h, omotopia definita:
(e ()
() — ha (o)l
= d(T ohy) =d(£Nohy) =d(vpohy) =i,C ==+£1
= p(C) =2nd(T - h,) =+£27m

ko(s) = £ N(hy(s)), Fki(s)

+N(s) T'(s) O

—N(s) hq(s)
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Teorema di Fenchel
C C R*? curva di Jordan regolare = K(C) > 2w
inoltre: K(C') = 2m < I(C) convesso

Dim. K(C) > |p(C)| = 27
K(C) =21 < k(p) >0 Vpe C (orientata opportunamente)
& VpeC Jde >0 tale che I(C) N B(p,e) convesso

I(C) ~(t) v(t) = (t, f(t)) con f: I — R diff.
C T/ﬁ ~ k(t) = f' )/ (1 + f'(1)*)*/*
pt)] ~kl)>0& f'(t)>0Vtel
B(p,e) < f funz. convessa

& I(C) convesso
(po € I(C) ~ S ={p € I(C) |[po,p] CI(C)}
S aperto in I(C): pe S ~ d(|po,p],C) =¢>0
= B(p,e) C S

S chiuso in I(C): p € ClycyS ~ p, — p con p, €S

= [po,pn] = [po,p]

= [po,p] CI(C) = pes
= S =1(C) Vpy e I(C) = I(C) convesso)



