Geometria 1 Spazi vettoriali euclidei /1

V' spazio vettoriale reale di dimensione fintta

(-,-): V xV — R prodotto scalare
LR forma bilineare simmetrica definita positiva (pos = dim V')

cioe: 1) (v1+ vo,w) = (v, w) + (v, w), Vv, ve,w €V
(av,w) =a{v,w),VaeR eVo,weV
(v, w1+ wo) = (v,wy) + (v, wa), Vo, wi,wy €V
(v,aw) =a{v,w),VaeR e Vo,weV
2) (w,v) = (v,w), Yo,w €V
<

V = (V,(-,-)) spazio vettoriale euclideo

U C V sottospazio vettoriale
~ U = (U,(-,)juxv) sottospazio vettoriale euclideo

Esempi: 1) V = spazio dei vettori liberi del piano/spazio
(v,w) = ||v|| - ||w]| - cosvw (prodotto scalare geometrico)
2) R" = (R",(z,y) = x1y1 + ... + TnYn)
spazio vett. euclideo numerico (prod. scal. canonico)

Prop. (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz)
(v,w)* < (v,v){w,w) Yv,w €V spazio vettoriale euclideo
e vale = se e solo se v || w (cioe v e w linearmente dipend.)
Dim. se v =0 o w = 0 allora tutto mullo, altritmenti
(av+bw,av+bw) >0 con a = (w,w) e b= —(v,w)
& (w,w)*(v,v) — (w,w){v,w)* >0 & (v,w)* < (v, v){w, w)

V = (V,(-,-)) spazio vettoriale euclideo
~ || -] : V=R norma associata a (-,-)

definita v — ||v|| oot V{(v,v), VoeV

Note: 1) ||[v|| >0 (e |[v]| =0« v=0),VveV
2) ||lv+wl| < ||| + ||w] (e vale = < v w), Vo,weV
disuguaglianza triangolare
(llv+wl|* = [Joll* + 2(v,w) + [[w]]* < ([[v]| + [lw]])*)
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3) lav|| = |a|||v]|, VaeR e Vv eV
) D~ ) (o w) = (lv + ol = fJo]l* = [lwl]®)/2)
V = (V,{-,-)) spazio vettoriale euclideo

v € V versore <= |lv]| =1
v,w €V vettori ortogonali (v L w) & (v,w) =0

Note: 1) v € V — {0y} ~ v/||v|| versore di v (v« (v/||v]],[|v]))
2)vlLlw e ||lv+w|* =|v|*+ ||Jw|* (identitd pitagorica)
3) v,w eV — {0y} ~ [5w| == arccos({v, w)/(|[v] - w])) > 0
misura_dell’angolo convesso vw

4) L (misura angoli) 26 (-,-) (=per k(-,-), ke R—{0})
Prop. V= (V,(-,-)) spazio vettoriale euclideo

~ V — V* isomorfismo canonico (indotto da (-,-))
definito v = v’ con v’ (w) = (v,w) Vo,w €V

Dim. (-,-) bilin. definito positivo = v +— v lineare iniettiva

V = (V,(-,-)) spazio vettoriale euclideo

Uy, Uy CV sottospazi vettoriali ortogonali (Uy L Us)

d
<—if> <U1,UQ> =0, Vus € Uy, uy € Uy

U C V sottospazio vettoriale
~ Ut = {fveV |{(u,v)y=0VueU} ortogonale di U in V
(sottospazio vettoriale massimale ortogonale ad U)

Prop. V = (V,(-,-)) spazio vettoriale euclideo
U C V sottospazio vettoriale = V =U U+
~ 7y 2 V — U proiezione ortogonale (v = u + ut +— u)

oy : V — V riflessione rispetto a U (v = u+ut — u—ut)
Dim. (-,-) definito positivo = UNU+ = {0y}

(UH)T =NilU = dim U+ = dim V — dim U

Note: 1) U « U~ : {sottosp. vett. di V} « {sottosp.vett. di V}
U dualita euclidea (< dualita lineare)
2) L = involuzione ((UL)L =U, VU C V sottosp. vett.)
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3) U C V sottospazio vettoriale, dim U+ = dim V — dim U
4) Uy, Uy C V sottospazi vettoriali, U C Uy < Ui D Us-
5) Uy,...,U, C V sottospazi vettoriali,
(UiNn...nU)t=U+ ...+ Uy
(U + ...+ Up)t=Un...NnU;

Bast ortonormala

{vi,...,v,} CV spazio vettoriale euclideo
msieme ortogonale PN v, #0ewv; Loy, Vi
insieme ortonormale <= |vil| =1 ewv; Lo, Vi#]g
Note: 1) {eq,...,en} base canonica di R™ e ortonormale
2) {v1,...,v,} ortogonale = linearmente indipendente
(ortog. < (v;) C{V1,. .., Vi1, Vizt,---,00) Vi=1,...,n)
3) {vi,...,vn} ortogon. ~ {vi/|[vi][,... v /|[vpl[} ortonorm.
4) teorema di Sylvester = 3 base ortonormale di V
5) {vy,...,v,} base ortonormale di V
e {vr oy ={v!, . 0 in U

Sov=>" (v,u)v; Vv eV (componenti = proiezioni)
6) L ~ (-,-) a meno di fattore k € R — {0} (~ mis. angoli)
((-,-) altro prodotto scalare che induce stessa relaz. L
{vi,...,v,} base ortonor. per (-,-) = ortogon. per (-, -)’
= <UZ',’U¢>/ = k; ~ <U7; + v, v; — Uj>, =0=k;, = kj)

Prop. (Metodo di ortonormalizzazione di Gramm-Schmidt)

V' spazio vett. euclideo, {vy,...,v,} CV linearm. indipend.
~ {wy, ..., we C Vo unico insieme ortonormale
te. 1) (wy, ..., w;) = (vg,...,v;) per ogni 1 <i<n

2) (v, w;) >0 per ogni i =1,....n
Dim. w; definito per induzione a partire da w; = vy /||v4||

i>1~u =0 — ) Uz',wj>’wj’\f>wz'zui/”ui”

j<il
Note: 1) {vy,...,vx} ortonormale = w; = vy, ..., wg = Vg

2) alternativa: u; = v; — > (vi, ug) uj/{uj, uy)
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Corol. V' spazio vettoriale euclideo, dimV =n

{vi,..., v} CV insieme ortonormale
~ {v1,...,0,} CV base ortonormale
Dim. {v1,...,v%} linearm. indip. ~ {vy,..., v,V q,---,0,} base
~ {v1,...,0,} base ortonormale (Gramm-Schmidt + nota 1)

Applicazioni lineart isometriche

@:V —=W con VW spazi vettoriali euclidei
appl. lineare isometrica &9 (p(v1),0(v2)) = (v1,v2), Vui,v9 €V
= @) = v, VoeV ([[- |~ ()

: : : d : : o
isometria (lineare) LR @ 1sometrica e bitettiva

VW

C spazt vettoriali euclider tsomorfi o tsometricy

oo — dp: V — W isometria

Note: 1) ¢ : V — W appl. lineare isometrica = ¢ iniettiva
2) ¢ : V. — W appl. isom. = ¢y : U — ¢(U) appl. isom.

3) p: V — W isometria < ¢ isometrica e dim V = dim W
) dy V=V, inclycy : U -V eoy: V —V sono isom.
5) p: V—-oWen:W—=Uisom. = op:V — U isom.
6&@ V — W isometria = ¢! : W — V isometria

“relazione di equivalenza” tra spazi vettoriali euclidet

Prop. ¢ : V.— W appl. lineare con V. W spazi vettoriali euclidei

isometrica < JF{vy,...,v,} CV base ortonormale tale che
{o(v1),...,0(vy)} C W insieme ortonormale

& VA{vy,...,v,} CV base ortonormale si ha
{o(v1),...,0(vy)} C W insieme ortonormale

Dim. {vi,...,o,} CV e {p(v1),...,0(v,)} C W ortonormali
= llo)II* = 22 lasl* = o], Vo = 377" aivs €V
Corol. V=W & dimV =dim W

Nota: ¢ : R — R™ appl. lineare isometrica
< p(x)=M-x con M € My, ,R t.c. M*- M =1,




Geometria 1 Spazi vettoriali euclidei /5

V' spazio vettoriale euclideo

B = (vy,...,v,) base ortonorm. ord. di V «» v : V — R" isom.
v vp(v) = (x1,...,2,) coordinate lineari ortogonali su V

B’ altra base orton. ord. di V ~» yp g = yp/ o ’ygl : R™ — R™ 1som.

/

BB (T1,...,xy) — (2],...,2,) camb. di coordinate ortogonali

Note: 1) v x=(21,...,25), W=y = (Y1, Yn)
= (v,w) = T1Y1 + ... + Toln, V|| = V2P + ..+ 22
2) U C V sottospazio vett. «» x =M -t «» A- 2 =0
~ Ut ez =A%t oo M* 2 =0
3) Uy,Uy CV sottospazi vett. «~» x = M; -t «» A;-x =0
U LUy & rq(A7|M;) =vgAf & M- M; =0
U, complementart ~ Uy L Uy < AZ--A;? =0

Automorfismi isometrici

V' spazio vettoriale euclideo

[sogV = {p € AutV | ¢ isometria} C AutV (sottogr. non norm.)
gruppo delle isometrie (lineari) di V

Isof V = {p € Isoq V | ¢ cons. orient.} C Isoq V (sottogr. norm.)
gruppo delle isometrie (lineari) positive di V'

B = (vy,...,v,) base ortonormale ordinata di V

def
$YB,B =B °@e ’YB
@ 1 coord. lin. indotte da B

~ Isog V = Isog R™ isom. def. ¢ < ¢p

Nota: B’ altra base ortonorm. ord. di V ~ ¢p = yp. g/ o pp ° ”yfng,

IsogR" = O(n) == {M € GL(n,R) | M—*= M*} ¢ GL(n,R)
gruppo_ortogonale (M matrice ortogonale)
Isojy R" = SO(n) dej {MecO(n)|det M =1} C O(n) (sottogr. nor.)

gruppo _ortogonale speciale o gruppo delle rotazioni

Note: 1) {vy,...,v,} CR" base ortonormale < (vy ... v,) € O(n)
2) M € O(n) = det M = +1 ((det M)? = det(M*- M) = 1)
3) B, B’ C R™ basi orton. = Mp g = (<wz,v3>)j Do e O(n)
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4) V spazio vettoriale euclideo orientato, dimV =n
def
ViyeooyUp €V~ Vol(vyg,...,0,) det(ygp(v1) ... vB(vy))
volume euclideo orientato

Prop. ¢ € Isog V con V spazio vettoriale euclideo, dim V =n
~V=VieoV_ieV, ...V, sottosp. ortog. tnvar. per ¢
con Vi; = autosp. dell’autoval. £1 (= {0y} altrimenti)
dim Vo, = 2, ¢ : Vo, — Vi, rotazione di a; radianti
Dim. per induzione sun > 1 (n < 2 banale)
V=R" p(x)=M-x con M € O(n)
k € C soluzione dell’equaz. caratteristica det(M —t1I,) =0
ke R = k=41 autovalore di ¢ con x € R™ autovettore
= R"™ = (z) ® U sottospazi invarianti per ¢
con U = (z)+ (= dimU =n — 1)
k¢ R ~ k soluzione dell’equaz. caratteristica
~z€C"—{0}taleche M -z=kze M -zZ=FkZ
~ x,y € R" linearmente indipendenti con z = x + y 1
= R" = (z,y) & U sottospazi invarianti per ¢
con | : {x,y) — (x,y) rotazione
e U= (z,y)" (= dimU =n—2)

Corol. Vi € Isog V con V spazio vettoriale euclideo
1B = (vy,...,v,) base ortonormale ordinata di V
t.c. M(pp) € O(n) matrice diagonale a blocchi
con blocchi untvoc. determ. a meno dell’ordine

del tipo (£1) e (Cosa _Sma> con o #= 0,7

SIN Q¢ COS Q&
Dim. bast ortonormaly di Vi, V_q,Vy,,..., V4, ~ B
autovalori di ¢ ~» blocchi a meno dell’ordine

Note: 1) p € Isoj V = ¢ = comp. di rotazioni (una se dimV < 3)
(—I, = rotazione di 7 radianti ~ V_; = {0y })
2) p € IsogV = ¢ = comp. di riflessioni (V =V, @& V_y)
(ogni rotazione & composizione di due riflessioni)
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Simalitudini linearty

V' spazio vettoriale euclideo

SimgV ={kpe AtV |k >0, peclsogV} C AutV
gruppo_delle similitudini (lineari) di V

Simg V = {p € Simg V | ¢ cons. orient.} C Simg V (sottogr. norm.)
gruppo_delle similitudini (lineari) positive di V

Note: 1) SimgV = {p € AutV | |o(vi)o(vs)| = |v1vs| Yvi,vs € V)

={p e AutV | p(vy) L p(vy) Yoy L vy €V}
2) Isog V C Simgo V', Isog V C Simg V sottogruppi normali

Forme bilineari e operatori simmetrici

V' spazio vettoriale euclideo

@ € EndV operatore simmetrico

L o), w) = (,p(w)), Yo,w eV

Note: 1) ¢ € EndV operatore simmetrico
< 3B base ortonorm. ord. di V t.c. M(pp) mat. simm.
< V B base ortonorm. ord. di V si ha M(pp) mat. simm.
2) ¢ € EndR"™ simmetrico < ¢(x) = M -z con M € M3TR

Esempi: 1) my : V. — V (proiez. ortog. su U C V') operatore simm.
2) oy : V=V (rifles. risp. ad U C V') operatore simm.
3) rotazioni di angoli o # 0,7 non sono operatori simm.

Prop. ¢ € EndV operatore simmetrico con V' spazio vett. euclideo
= tutti gli zeri di p,(t) = det(¢ —tidy ) sono reali
~ 8P © el {k1,...,kn} CR (spettro di )
insieme (con molteplicita) degli autovalori di ¢

Dim. V =R", p(x) = M -z con M matrice simmetrica
k€ C zero di pp(t) = det(M —t1,) ~ k zero di pas(t)
~z€C"—{0}taleche M-z=kze M-Z=kZ
=z M-z=kY |zlPez" M- -z2=kY |z
= k=k=keR
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Teorema spettrale

@ € EndV operatore simmetrico con V spazio vett. euclideo
= 4B = (vy,...,v,) base ortonormale ordinata di V tale che

M(pp) = Diag(ky, ..., kn) (p(v;) = kjv; Vi=1,...,n)

Dim. per induzione su dimV =n>1 (n = 1 banale)

~ v; € V autovettore per ¢ t.c. ||jvi|| =1 (3 per il lemma)
= U = (v1)* C V sottospazio vett. invariante per ¢

~ =@ :U—Ucon dimU =n—1

~ B" = (va,...,v,) base ortonorm. di U t.c. M (¢p/) diag.
= B = (vy,...,v,) base ortonorm. di V t.c. M(pp) diag.

Corol. ¢ € End V' operatore simmetrico con V spazio vett. euclideo
= V = ®respoVi con Vi L Vi per ogni k # k' autovalori

Nota: per ogni A € MR esiste M € O(n) tale che
A=M-D-M‘teD=M*A-M (equiv. + congr.)
D = Diag(ky,...,kn) con {ky,....k,} =spA = sp(x — A-x)

Corol. B € BilV simmetrica con V spazio vett. euclideo
= 4B = (vy,...,v,) base ortonormale ordinata di V t.c.

M (Bg) = Diag(ky, ..., ky) dove {ki,...,k,} =spA

con A = matrice di 8 risp. base ortonormale arbitraria

Nota: g € BilR" simmetrica, 8(x,y) = x*- A -y
pa(t) ~ rgf e posf (teorema di Cartesio)

Spazi vettoriali euclider complessi

V' spazio vettoriale complesso di dimensione finita

B:V xV —C forma sesquilineare

v+ vy, w) = B(vy,w) + B(vy,w), Yoy, ve,w €V
av,w) =af(v,w),Vae CeVo,weV

v,wi+ wy) = B(v,wy) + B(v,ws), Yo, wi,wy €V
v,aw) =afB(v,w),VaeCeVo,weV

N 7N N /N
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:V xV —C forma hermitiana

PLEN forma sesquilineare t.c. B(w,v) = B(v,w), Yv,w eV
(= B(v,v) eR, YVveV)
Note: 2) 8: C" x C" — C forma sesquilineare
& B(z,y) =a*-A-y con A e M,,C
1) :C" x C" — C forma hermitiana

& B(x,y) =% A 7 con A* = A (matrice hermitiana)

(+,-):V xV — C prodotto scalare hermitiano
&% forma hermitiana t.c. (v,v) >0, VoeV —{0y}

V = (V,(-,-)) spazio vettoriale euclideo complesso

Esempio: C" = (C", (z,y) = x1Y1 + ... + TpYn)

spazio vett. euclideo complesso numerico

Prop. (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz)
(v, w)]* < (v, v){w,w) Yv,w € V spazio vett. euclideo compl.
e vale = se e solo se v || w (cioe v e w linearmente dipend.)
Dim. (av+bw,av+bw) >0 con a = (w,w) e b = —(v,w)
o (w,w>2<v,v> o <w7w>‘<vvw>‘2 >0
e (v, w)]* < (v, v){(w,w) se w # 0

V =(V,(-,-)) spazio vettoriale euclideo complesso
~ -] : V — R norma associata a (-,-)

definita v — ||v|| oot V{(v,v), VoeV
Note: 1) ||[v|| >0 (e |[v]| =0« v=0),VveV
2) llav|| = |a|||v]|, Vae CeVveV
3) [lo+ wll < Jof] + [Jw] (e vale = < v w), Vo,weV
disuguaglionza triangolare
(v +wl* < [[oll* + 2[(v, w)| + [[w]]* < ([Jo]] + [[w]])*)

V =(V,(-,-)) spazio vettoriale euclideo complesso

v €V versore < |v]| =1
v,w €V vettori ortogonali (v L w) & (v,w) =0
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Note: 1) v € V. — {0y} ~ v/||v]| versore di v (v« (v/||v|, ||v]]))
2) v Lw e v+ w|* =]v]|*+ ||wl]* (identitd pitagorica)

V = (V,(-,-)) spazio vettoriale euclideo complesso

U C V sottospazio vettoriale
~ U = (U, (-, )juxv) sottospazio vettoriale euclideo complesso

Ui, U, C V sottospazi vettoriali ortogonali (U; L Us)

d
<:ef> <’LL1,’LLQ> =0, Vuy € Uy, uy € Uy

U C V sottospazio vettoriale
~ Ut 22 {fveV | {(uv)y=0VuelU} ortogonale di U in V
(sottospazio vettoriale massimale ortogonale ad U)

Prop. V.= (V,(-,-)) spazio vettoriale euclideo complesso
U C V sottospazio vettoriale = V =U U+
~ 7+ V — U proiezione ortogonale (v = u + ut — u)
oy 1 V — V riflessione rispetto a U (v = u+ut —u—u

+)
Dim. come nel caso reale

Note: 1) U «» U+ : {sottosp. vett. di V} < {sottosp. vett. di V}
U dualita euclidea compl. (UH)t =U ~ L = invol.)
2) U C V sottospazio vettoriale, dim U+ = dim V — dim U
3) Uy, Us C V sottospazi vettoriali, Uy C Uy < Ui D Us-
4) Uy, ..., U, CV sottospazi vettoriali,
UiN..nU))=UL+...+ U
(U + ...+ Up)t=Un...NnU;

{vi,...,v,} CV spazio vettoriale euclideo complesso
msieme ortogonale PN v #0ewv; Loy, Vj#Ek
insieme ortonormale < |vil| =1ewv; Lo, Vj#Ek

Note: 1) {eq,...,e,} base canonica di C™ & ortonormale
2) {vy,...,v,} ortogonale = linearmente indipendente
3) {vi,...,vn} ortogon. ~ {vi/|[vi][,...,vs/|[vall} ortonorm.
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4) {vi,...,v,} base ortonormale di V
s {vf,. v ={v,...,v] }in V¥

Sov=>" (v,u)v; Vv eV (componenti = proiezioni)

Prop. (Metodo di ortonormalizzazione di Gramm-Schmidt)
V' spazio vett. euclideo compl., {v(,...,v,} CV lin. indip.
~ {wy, .., wa} CVoinsieme ortonormale (non unico)
tee. (wi,...,w;) = (vy,...,v5) per ogni 1 <j <n

Dim. come nel caso reale, eccetto per la normalizzazione

Note: 1) {vy,...,vx} ortonormale ~ wy = vy, ..., wg = v
2) w; univoc. determ. a meno di fattore e¥i € C

Corol. V' spazio vett. euclideo compl. di dimensione n
{v,...,0} CV insieme ortonormale
~ {v1,...,v,} CV base ortonormale

Dim. come nel caso reale

0 :V —= W con V.W spazi vettoriali euclidei complessi

appl. lineare isometrica <= (p(v1),0(v2)) = (v1,v2), Vui,v9 €V
isometria (lineare) PLEN @ isometrica e biiettiva

Vew & Jp: V — W isometria
- spazt vett. euclidei compl. 1somorfi o tsometrici

Prop. ¢ : V.— W appl. lineare con V,W spazi vett. euclideir compl.

isometrica < JF{vy,...,v,} CV base ortonormale tale che
{o(v1),...,0(vy)} C W insieme ortonormale

< V{vy,...,v,} CV base ortonormale si ha
{o(v1),...,0(vy)} C W insieme ortonormale

Dim. come nel caso reale
Corol. VZ=2W < dimV =dimW

Nota: ¢ : C* — C™ appl. lineare isometrica
& p(x)=M-x con M € M, ,Ct.c. M*- M = 1T,
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V' spazio vettoriale euclideo complesso

B = (vy,...,v,) base ortonorm. ord. di V «» v : V — C" isom.
v vg(v) = (x1,...,2,) coordinate lineari ortogonali su V'

B’ altra base orton. ord. di V ~» yp g = vyp/ o ygl : C" — C™ isom.

BB (T1,...,xy) — (2],...,2,) camb. di coordinate ortogonali

Nota: v 3 z = (T1y...,Tn), w Sy = (Y1y---Yn)
= (v,w) =211 + -+ TuTn s V] = V]z|* + .o+ |z0)?

V' spazio vettoriale euclideo complesso

[sogV = {p € AutV | ¢ isometria} C AutV (sottogr. non norm.)
gruppo_delle isometrie (o automorfismi unitari) di V

B = (vy,...,v,) base ortonormale ordinata di V'

def _
$B.B=7B°P°Tp
@ 1 coord. lin. indotte da B

Nota: B’ altra base ortonorm. ord. di V ~ g =y pr o pp ° vg}B,

[sog C™ = U(n) {M € GL(n,C) | M—t= M*} c GL(n,C)
gruppo unitario (M matrice unitaria)

~ Isog V = Isog C™ isom. def. ¢ < ¢p

def

Note: 1) {vy,...,v,} C C™ base ortonormale < (vy ... v,) € U(n)
2) M € U(n) = |[det M| =1 (|det M|* = det(M*- M) = 1)

3) B,B" C C" basi orton. = Mp p = ((wj,vk>)f:1lg € U(n)

Prop. Vi € Isog V con V spazio vett. euclideo complesso
1B = (vy,...,v,) base ortonormale ordinata di V

tale che M (¢p) € Diag(e™,..., e"Wn)

Dim. per induzione su dimV =n>1 (n =1 banale)
V=C" p(x) =M-x con M € U(n)
k € C autovalore di ¢ = |k| =1
~ k=Y, xeC"—{0} t.c. p(z) ="z
= C" = (z) ® U sottospazi invarianti per ¢
con U = (z)+ (= dimU =n — 1)
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Nota: R® C C"« R*™ ~» O(n) C U(n) C SO(2n)
(prod. hermit. di C™ si restringe al prod. scalare di R™ C C"
norma hermit. di C" coincide con la norma di R*"« C")

V' spazio vettoriale euclideo complesso

¢ € EndV operatore hermitiano

& (o), w) = (v, 0(w)), Yo,w eV

Note: 1) ¢ € EndV operatore hermitiano
< 3B base ortonorm. ord. di V t.c. M(pp) mat. hermit.
< V B base ortonorm. ord. di V' si ha M (pp) mat. hermit.

2) @ € EndC" operatore hermitiano

< p(zx) =M- -z con M € M, ,,C matrice hermitiana

Prop. ¢ € EndV oper. hermitiano con V spazio vett. eucl. compl.
= tutti gl autovalort kq,...,k, di ¢ sono reali

o {ki,...,kn} CR (spettro di ¢)

ciloe Sp @

Dim. V =C", p(z) = M - x con M matrice hermitiana

k € C autovalore di ¢

~ 2€C"—{0} tale che M-z =kze M-z =
=z M-z=kY  |zfez" M-z2=k, |z
=k=k=keR

z

Teorema spettrale

@ € EndV oper. hermitiano con V' spazio vett. eucl. complesso
= dB = (vy,...,v,) base ortonormale ordinata di V' tale che

M (pp) = Diag(ky,..., kn) (@(v;) = kv, Vi=1,...,n)

Dim. come nel caso reale

Corol. ¢ € EndV oper. hermitiano con V spazio vett. eucl. compl.
=V = ®respoVi con Vi L Vi per ogni k # k' autovalori



