Geometria 1 Spazi vettoriali /1

K= (K, 4+, -) campo (in particolare K =R, C)
V=V,4+:VxV =V - :KxV-=YV)

spazio vettoriale su K (o K-spazio vettoriale)

o 1) (V,+) gruppo commutativo con elemento neutro Oy
cioe: 1a) vy + (ve +v3) = (v1 + v2) + v3, Yvi, 09,03 €V
) v+0y =u=0y +v,VoevV
le)VoeV doeVtec v+o=0py=0+v
1d) vy +vo = vy + vy, YU, 09 €V
2 a-(vi+wv) =a-vi+a-vy, Va € K Yo, €V
3) (a1 +as) - v=ai-v+as v, Va,as €K YveV
4) (ay-as)-v=uaq-(as-v), Vaj,as e K Yo eV
5) lIx-v=v,VveV
Note: 1) Oy e —v = v (opposto di v) sono unici
2) a-0y =0y per ogni a € K
3) Og - v = Oy per ogni v € V
) (—1)g-v=—v per ogni v € V

Esempi: 1) V = insieme dei vettori liberi del piano/spazio
con le operazioni geometriche (K = R)
2) K" con le operazioni definite per componenti
C K-spazio vettoriale numerico

3) K[z] = insieme dei polinomi in = a coeff. in K
K-spazio vett. con le operazioni usualt

U C V sottospazio vettoriale (su K)

AU e uno spazio vett. con le operaz. di V ristrette a U

= U#Tel)v,vmel = v +uvy,e€U
2)aeK,velU = avelU

Esempi: 1) 7 piano mello spazio ~ V() C V(spazio)
2) K™ Cc K™ ((z1,...,Zm) < (1,...,2m,0,...,0))
3) K[z, C K[z]| polinomi di grado < m
L)V CV e{0y} CV (sottospazio nullo)
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S C V sottoinsieme ~» (S) sottospazio vett. generato da S

(S) ==

piu piccolo sottospazio vett. di V' contenente S
— intersezione di tutti v sottospazi vett. di V contenenti S
— {a1v1 + ...+ ayv, | a; €K v; € S;n >0}
combinazione lineare deir vettori vy,..., v,
da intendersi = Oy per n =0 (= (&) ={0vy})
Basi e dimensione

S C V insieme di generatori N~ (S)
V' finttamente generato & 39 C V oinsieme finito di generatori

vi,...,0, €V vettori linearmente dipendenti

def . .
<~ day,...,a, € K non tutti nully t.c. aqvy + ... 4+ apv, = Oy
<= dov; combinazione lineare di vi,...,V;_1,Vii1,...,Un

S C V linearmente dipendente PLEN Jvi,...,v, €5 distinty lin. dip.
linearmente indipendente PLEN Bui,...,v, €8 dist. lin. dip.

: d . : .
BCV base di V <L B insieme di generatort lin. indip.
< B insieme di generatort minimale
<= B linearmente indipendente massimale

Nota: B base di V < ogni vettore di V' si puo esprimere in modo
unico come comb. lineare di vettory di B

Esempi: 1) @ base per lo spazio vettoriale nullo {0y }
2) {vy,v2} base per V(piano) < v; #= 0y non allineati
3) {v1,v9,v3} base per V(spazio) < v; # 0y non compl.
4) {ei=(0,...,0,1;,0,...,0) }i=1.. n base canonica di K"
5) {1,z,...,2", ...} base (infinita) di K[z] (non fin. gen.)

Prop. V spazio vettoriale (fin. gen.) = esiste B C V base di V
infatti: 1) ogni insieme di generatori contiene una base
2) ogni insieme lin. indip. € contenuto in una base

Dim. V fin. gen. = I{vy,...,v,} insieme finito di generatori
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S ins. gen. ~ B C S finito minimale che genera vy, ..., v,
S lin. indip. ~ B = SU{v;,...,v;, } con k min t.c. B gen.V

Prop. V spazio vettoriale (finitamente generato)
= tutte le basi di V hanno la stessa cardinalita

Dim. V finttamente generato = ogni base di V' e finita
{vi,...,0} e {wy,...,wn} basi con n < m
k>0 max t.c. I{w1,...,wg, Vi, -, gen. di V
k<n -~ Wiit = Y e GnWH + > o brvs, con by # 0
~ {wl,...,wk;1,vik+2,...,vin} gen. di V ~» assurdo
k=n= {wy,...,w,} gen. di V = n=m

dim V =2 cardinalita delle basi di V
= dimensione di V (come spazio vettoriale su K)

Esempi: 1) dim V(piano) = 2, dim V (spazio) = 3
2) dim K" = n, dimK[z], =n+ 1, dim K[z] = N,
3) dimg C" = 2n ({1,7} base di C come R-spazio vett.)
4) dimgR =Ny (R come spazio vettoriale su Q)

Corol. V spazio vett. fin. gener. < V ha dim. finita (dim V' < 00)
in tal caso: 1) {vy,...,v,} CV ins. di gener. = n > dimV

e vale n = dimV < {vy,...,v,} base di V
2) {vg,...,vp} CVins. lin. indip. = n < dimV

e vale n = dimV < {vy,...,v,} base di V

Corol. U C V sottospazio vett. = dim U < dim V
e vale dimU =dmV < U =V

Applicazioni lineari e isomorfismi

0:V —= W con V.W spazi vettoriali su K

applicazione lineare (omomorfismo di spazi vettoriali)
de .

£ 1) p(ur +v2) = 9(v1) + @(v2) per ogni vy, vy €V

2) p(av) =ap(v) per ogni a e K ev eV

: : d : o
isomorfismo (lineare), & ¢ lineare e buettiva
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V2W<«< dp:V — W isomorfismo

(. spazi vettoriali 1isomorfi

Esempi: 1) m; : K" — K def. m(zy,...,2,) = z; lineare

2) p: K* — K* def. o(x,
3) ¢ : K* — K* def. p(z,y
4) ¢ :C— C def. p(z) =

y) = (x —y,2x + 3y) (iso) lineare
y) = (z+y+ 1,zy) non lineare
z ¢ R-lineare, ma non C-lineare

Note: 1) idy : V=V e0:V ->W (v Oy, Vv e V) sono lineari
2) o : V—->We: W —Ulineari = o : V — U lineare
) ¢ : V — W isomorfismo = ¢~ 1 : W — V isomorfismo

L =~ “relazione di equivalenza” tra spazi vettoriali

Prop. ¢ : V. — W applicazione lineare
1) V! C V sottosp. vett. = W' = (V') C W sottosp. vett.

2) W' C W sottosp. vett. = V' = o1 (W) C V sottosp. vett.
~ @ V' — W' applicazione lineare

Dim. segue immediatamente dalla definizione di appl. lineare

©: V — W applicazione lineare
~ Tmp 2L e(V) Cc W (immagine di ¢)
Ker ¢ ~L 0 1 (0w) CV (nucleo di )

Nota: ¢ iniettiva < Kerp = {0y} (suriettiva < Imep = W)

Prop. V, W spazi vettoriali, {vi,...,v,} base di V
Vwi,...,w, €W Il : V — W lineare t.c. p(v;) = w;

Dim. v =>"  a;v; ~ p(v) = > a;w; (estensione lineare)

Nota: ¢ suriettiva < {wy,...,w,} insieme di generatori di W
@ iniettiva < {wq, ..., w,} insieme lin. indip. in W
¢ tsomorfismo < {wq,...,w,} base di W

Corol. V=W < dimV = dim W (spazi vett. sullo stesso K)
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V' spazio vettoriale su K

B = (vi,...,v,) base ordinata di V v yp : V — K" isomorfismo
v vp(v) = (x1,...,x,) coordinate lineari su V

n

B’ altra base ordinata di V ~ yg g = ypro vgl : K" — K™ 1isom.

vYB.B" : (T1,...,2y) — (2],...,2,) cambiamento di coordinate

Somma (diretta) di sottospazi

Uy,...,U, CV sottospazi vettoriali

~ Ui N...NU, CV sottospazio vettoriale
U +...+U, = {0 ui | u; € U} CV osottosp. vett.
(infatti st ha Uy + ...+ U, = (U U...UU,) CV)

Prop. U,U, C V sottospazi vettoriali di dimensione finita
= dim(U; + Us) = dim Uy + dim Uy — dim (Uy NU,)
relazione di Grassmann
Dim. {vy,..., 0} base di Uy NU,

/ / .
~ AV, U, Uy ggs - -5 Uy, | base di Uy
/! 1! .
V15 Uy Uy s+ - -5 Uy, } base di Uy
/ / 1! /! .
= {V1, s Umny Uy g5+ oy Uy s Uy 15 -+ -5 Uy, f Dase di Uy + Us
Corol. Uy,...,U, CV sottospazi vettoriali di dimensione finita

= dim(U1—|—...—|—Un) <dmU;+...+dmU,
e vale dim (U + ...+ U,) = dim Uy + ... + dim U,
s UNWU+...4+U;—1) ={0y} per ogni i = 2,...,n
& UiﬂZ#in = {0y} perognii=1,...,n
Dim. Uy +...+U,1+U,= U +...+Up_1)+ U,
~ induzione su n (4 indipendenza dall’ordine)

Uy,...,U, CV sottospazi vettoriali

indipendenti & pn >z Uj ={0v} per ognii=1,...,n
~U=U ..U, CV somma diretta

trasversali <2 u+...+U,=V

complementari PLEN indipend. e trasversali (< V =U; @ ... 0 U,)
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Note: 1) {vy,...,v,} base di V <& V = (v1) ... D (vy)
2) Uy, ...,U, CV sottospazi vettoriali, B; base di U;
U=U;9...0U, << B=B;U...UB, base di U
3) ogni v € U ha unica espr. v = uy + ...+ u, con u; € U;
~ ;U — U; def. m;(v) = u; (proiezione lineare)

Prodotti e quozienti di spazi vettoriali

Vi,..., V, spazi vettorialy su K
~ Vi x ... x V, spazio vettoriale prodotto
con operazioni definite per componenti

Esemplo: K" =K x ... x K

Prop. Vi,...,V, spazt vettoriali di dimensione finitta su K
= dim(Vy x ... x V) =dim Vi + ...+ dimV,
Dim. {v},..., v}, } base di V; ~ {u;};zll?,:m base di Vi x ... x V,
con ui = (Ov,,... 0y, 05,0, -0, 0y,) €V XXV
Note: 1) m; : Vi x ... x V,, — V; proiezioni canoniche lineari
2) Uy = (uf,...,ul, ) C Vi x...xV, sottospazi vettoriali

tali che m: U; = Ve Vi x ... xV, =U1&...0 U,
HhU=U1®..0U0,CV =U=U; x...xU, isom. definito

U=u + ...+ uUp < (Ug,...,U,)

U C V sottospazio vettoriale
~r U1~ Vs PN vy — vy € U (congruenza mod U)
~ lp=U+v={u+v|uelU} -~ U (laterale di U in V)
~ (U+v) + (U+v) =U+ (vy + v2) per ogni vy,vs € V
a- (U+v)=U+a-vperogniacKeveV
~ V/IU=HU+v|veV} +, ) spazio vettoriale quoziente

Prop. V spazio vettoriale di dimensione finita

U C V sottospazio vett. = dim V/U = dim V — dim U
Dim. {v1,..., v} base di U ~ {vy,...,v,} base di V

= {U + vmy1,..., U + vy} base di V/U
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Prop. ¢ : V — W applicazione lineare
= Imp=V/Kery = dimImp = dimV — dim Ker ¢
Dim. ¢ ~ @ : V/Kerp — Imp isom. definito p(Kerp + v) = ¢(v)

Note: 1) 7: V — V/U proiezione canonica lineare e Kerm = U
2) ¢ : V — W appl. lineare, p(v) =w = ¢ 1 (w) = Kerp+v

Forme lineari e spazio duale

V' spazio vettoriale su K
* def
~ V

{A:V = K| X lineare} spazio vettoriale duale con
[ forma lineare operazioni defintte puntualmente

Prop. V spazio vettoriale di dimensione finita = dim V*=dim V

Dim. {vq,...,v,} base di V ~» {v},... v’} base duale di V*
definita vf(v;) = 0;; (A=D1, avf < a; = A(v;))

Note: 1) A : K" — K forma lineare <
ANy, ) =0 aim; con a; = A(e;) €K
2) V = V* isomorfismo non canonico (dipende dalla base)
non vale se dimV = co (A € K[z]" def. A(p(z)) = p(1))
3) ey : V=V** appl. lineare def. ey (v) : A — A(v)
1somorfismo canonico se V ha dimensione finita

@V — W applicazione lineare
~ " W*— V™ applicazione lineare duale o trasposta

definita p* : (A : W = K) — (¢*(A) = Aep: V — K)

Note: 1) ¢* appl. nulla < ¢ appl. nulla e p* = idy« < @ = idy
2) p:V—-Wetp:W—=U= (Yop)* =p*etp* : U* - V*

3) ©* isom. & @ isom. e in tal caso (p*)71 = (p71)*

B = (vy,...,v,) base ordinata di V
~ VE 2 (K™)* isom. def. A« Ap = (75 )*(A\) = Aoqg : K" = K
A coord. lineart idotte da B

Nota: B’ altra base ord. di V ~» Ap/ = (’@}B,)*(AB) = Ap ° 75,13/
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U C V sottospazio vettoriale
~ NilU ={Ae V*| A(U) = 0g} C V* sottospazio annullatore di U

Note: 1) NilU ~ U = Nyeniv Ker A (A€ NilU < U C Ker \)
2) Uy, Uy, CV sottospazi vett., Uy C Uy < NilU; D NilU,
3) Uy,...,U, CV sottospazi vettoriali
Nil(U;n...NnU,) =NilU; + ...+ NilU,
Nil(Uy +...4+U,) =NilU; n...NNilU,

Prop. V spazio vett. di dimensione fintta, U C V sottosp. vett.
= dim NilU = codimy U == dim V — dim U

Dim. {vi,...,vn} base di U ~ {vy,...,v,} base di V
~ vy i1, ., U5} base di NULU

Corol. U C V sottosp. vett. di codimy U =k < dA,..., A\, € V*
lin. indip. t.c. U ={veV|A(v) =0k,...,\x(v) = 0g}

Prop. o : V. — W appl. lineare tra spazi vett. di dimensione finita
= Ker¢* = Nil(Imy) e codimy« Ker ¢p* = codimy Ker ¢
Im p* = Nil(Ker¢) e dim Ime* = dim Im ¢
Dim. Aé Kerp* < ¢p*(\) =0 A Aop=0< A€ Nillmoy
= uguaglianze tra le dim = dim Imp* = dim Nil(Ker ¢)
AeImp*=A=pop= AKeryp) =0= X NilKerp

V' spazio vettoriale di dimensione finita

Nil : {sottosp. vett. di V'} < {sottosp.vett. di V*} dualita lineare
tale che C < D, + < N, dim < codim, @ < ", Ker < Im
(biunivoca in quanto Nil(NilU) = ey (U) per ogni U C V)

Spazi di applicaziont lineart

Ve W spazi vettoriali su K
~ Hom/(V, W) = {o:V — W | e lineare}
spazio vett. su K con operazioni defintte puntualmente

Nota: V* = Hom/(V, K)
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Prop. V e W spazt vett. di dimensione finita

= dim Hom(V, W) = dim V dim W

Dim. {v{,...,v,} base di V', {wy,...,w,,} base di W
~ @i v vi(v) wz}‘ng;‘b base di Hom(V, W)

L 71=1,...,n

(= 2lict)lm Gij ij & aij = wi(p(v;)))
Note: 1) ¢ : K" — K™ applicazione lineare <
o1, ) = (Y1, -, Ym) CON Y; = 2?21 ;5T
dove (a1 j,...,am) =(ej) Vj=1,...,n
2) v, cambiamento di coordinate lineari ha questa
forma con n = m (+ condizione di invertibilita)

B = (vi,...,v,) base ord. di V, C = (wy,...,w,,) base ord. di W
~ Hom/(V, W) = Hom (K", K™) isom. def. ¢ +> op.c =7yce°@evg
@ i coord. lineart indotte da B e C

Nota: B',C" altre basi ord. di U,V ~ ¢p o = yo,cr ° ¢B.C ° ’yg}B,

U,V.W spazi vettoriali su K
~ Hom(U, V) x Hom(V, W) — Hom/(U, W) definita (p, %) — o ¢

Note: 1) Voperazione di composizione non e lineare ma bilineare
cioe: (Y1 +g)eop=tiop+aep, (ah) e =a(yeyp)
Yol (pr+@a) =teopr+vopy, ho(ap)=a(yep)

2) A,B,C basi ord. di U,V,W ~ ¢pceopap = (Yeop)ac

Operatori lineart

V' spazio vettoriale su K
EndV 22
AutV =2 {o € EndV | ¢ isom.} gruppo degli automorfismi di V'

Hom/(V, V) spazio vett. degli operatori lineari su V

con la composizione di appl.

Nota: AutV mon e un sottospazio vettoriale di EndV
né un gruppo rispetto alla somma puntuale (0 ¢ AutV')

Esempio: ¢ € Aff del piano/spazio = ¢, € Aut V(piano/spazio)
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B = (vy,...,v,) base ordinata di V
~ EndV = End K" isom. def. ¢ < ©op ©B.B :fyBogowygl
@ 1 coord. lin. indotte da B

def

~ AutV = Aut K" = GL(n,K) gruppo lineare generale

Nota: B’ altra base ordinata di V' ~ pp = yp.pr e ¢p o 75713,

Forme bilineari

V' spazio vettoriale su K

B:V xV —K forma bilineare
def

1) B lineare rispetto alla prima variabile
cioe: 1a) B(vi+ vo,w) = B(vy,w) + B(v,w), Yo, ve,w €V
1b) Blav,w) =aB(v,w),VaceK e Vv,weV
2) B lineare rTispetto alla seconda variabile
cioe: 2a) B(v,wi+ ws) = B(v,wy) + B(v,ws), Yo, wi,wy €V
2b) B(v,aw) =afB(v,w), VaeK e Vo,weV

Esempi: 1) \,u € V* ~ B(v,w) = A(v) - p(w) (prod. di forme lin.)
2) K" x K" — K definita B(z,y) = x1y1 + ... + Tpyn
(non ¢ prodotto di forme lineari per n > 1)
3) V spazio dei vettori liberi del piano/spazio
B(v,w) = (v,w) (prodotto scalare)

~ BilV ={8:V xV — K| bilineare}
spazio vettoriale su K con operazioni definite puntualmente

Prop. V spazio vett. di dimensione finita = dim BilV = (dim V)
Dim. {v{,...,v,} base di V ~»

{Big : (v,w) = 07 (v) - 05 (w) K07 base di BV

(8= aiiBig < aij = B(vi,v)))
Prop. V spazio vett. di dimensione finita = BilV = Hom/(V, V™)
Dim. g € BilV < n € Hom(V,V*) con n(v)(w) = B(v,w)

(8 lineare in v < n lineare, B lineare in w < n(v) € V*)
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Nota: 8 : K" x K* — K forma bilineare <
B(z,y) = Z:flf a; ;x:y; dove a;; = B(e;, e;)
B = (vq,...,v,) base ordinata di V
~ BilV = BilK" isom. def. 8 85 = B (v5' x 75"
£ wn coord. lineart indotte da B
~ Hom(V,V*) =2 Hom (K", K") isom. def. n < np el (v5 ) eneng'
n wm coord. lineart indotte da B

Nota: B’ altra base ordinata di V' ~» Bp = B o (”@}B, X ’yg}B/)
e = (Vpip ) o NB * V5

BV xV — K forma bilineare

simmetrica <= B(w,v) = B(v,w) Yv,weV

antisimmetrica < B(w,v) = =p(v,w) Yv,weV

Nota: 1) Bil*™ V, Bil®™""™ V' c BilV sottosp. vettoriali
2) BilV = Bil™™V @ Bl ¥V € BilV se carK # 2

BV xV — K forma bilineare simmetrica
~ a:V — K definita a(v) = B(v,v) YoeV
L forma quadratica associata a 8

Nota: a forma quadratica associata a 3
= 1) a(v+w) = a(v) + a(w) + 28(v,w) Vo,w eV
2) alav) = a*a(v) Vae KVveV
carK # 2 = 1) S e univocamente determinata da o
[ forma (bilin. stimm.) polare di «

2) B(v,w) =0Vo,weV < alv) =0VveV



