Geometria 1 Geometria proiettiva /1

V' spazio vettoriale su K (in particolare K = R, C)

~ P=P((V) 2l {R C V sottosp. vett. con dim R =1}
spazio proiettivo su V

dim P 22 dim V — 1 dimensione di P come spazio proiettivo

(dim P = 1 « retta proiettiva, dim P = 2 « piano proiettivo)

P spazio proiettivo reale, complesso PLEN R,C

Note: 1) V ={0y} ~ P(V) = @ spazio proiettivo con dim @ = —1
2) P(V) < (V—={0y})/~ con ~ relazione di equiv. definita
v~ w < esiste k€ K— {0} tale che w = kv
(corrisp. biuniv. definita (v) < [v] = (v) — {0y} Vv # Oy)

Esempi: 1) P = {rette dello spazio euclideo uscenti da pg}
piano proiettivo reale (dei raggi di vista da py = oss.)
2) P(K) =

P(K™*1) sp. proiett. numerico di dim n su K

L C P = P(V) sottospazio proiettivo
&hop = P(U) con U C V sottospazio vettoriale
“L dim P — dim L = 1

: : L d :
1perpLano proirettrvo <:€f> codimp L

Note: 1) Ly C Ly C P sottospazi proiettivi = dim Ly < dim Lo
(e dim Ly = dim Ly se e solo se Ly = Ly)
2) Ly, Ly C P sottospazi proiettivi con L; = P(U;), U; CV
~» Ly N Ly sottospazio proiettivo (Ly N Ly = P(U; NUy))

L1+ Ly L P(U; + U,) sottospazio proiettivo

Esempi: 1) L = {rette dello sp. eucl. uscenti da py contenute in 7}
retta proiettiva (per esempio la linea di orizzonte)
2) L C P™"(K) sottospazio proiettivo di dimensione k
s L={[z] e P"(K)| A -xz=0}
con A€ My_pn+1K,rgA=n—Fk
s L={z] ¢ PYK) |z =M-t, tc K"t —-{0}}
con M € My41 41K, rgM =k + 1
3) H; = {[x0,...,xn] € P"(K) | z; = 0} iperpiano coord.
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S C P = P(V) sottoinsieme ~» (S)
<S>PT’O =

b, SOttosp. proiett. generato da S

piu piccolo sottospazio proiettivo di P contenente S

imtersezione di tuttt 1 sottosp. proiett. di P contenenti S

P(U)conU=(HveV|v]eSsS}HcCV

Note: 1) Ly, Ly C P sottospazi proiettivi = Ly + Ly = (L1 U Ly), _
2) P ordine sulle rette proiett. reali ~ # segmenti/semispazi

Prop. P spazio proiettivo, L, Ly C P sottospazi proiettivi

dim(L; 4+ Lg) = dim Ly + dim Ly — dim(Ly N Ly)
relazione di Grassmann proiettiva

Dim. L; = P(U;) = dim(Ly + Ly) = dim(U; + Uy) — 1
= dim Uy + dim Uy — dim(Ul M UQ) —1

= dim Ly + dim Ly — dim(L; N Ly)

Nota: la relaz. di Grassmann proiettiva vale anche se Li N Ly = &

Lq,Ly C P sottospazi proiettiv

incidenti < LiNLy# e lL; ¢ L

trasversali <= LiNLy#%elLi+Ly=P
complementari << L N Ly = {pt el +Ly=P
sghembt & LiNLy =9

Note: 1) dim Ly +dim Ly > dim P = Li N Ly # @
(due rette distinte nel piano proiettivo sono incidenti)
2) Ly, Ly trasversali < dim Ly + dim Ly > dim P e
dim(L; N Ly) € minima possibile

Applicazioni proiettive

p:P—Q con P=P(V),Q = P(W) spazi proiettivi su K
applicazione proiettiva &, Jpu : V. — W appl. lineare (iniettiva)

t.c. p([v]) = lpy(v)] Vo eV —10v;

. . . def .
%SOmOTﬁSmO promettwo e P4 %SOmOTﬁSmO

Nota: px e determinata a meno di fattore k€ K — {0}
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P=qQ & 5 ©: P — @ itsomorfismo proiettivo
spazi protettivt isomorfi

Note: 1) idp : P — P isomorfismo proiettivo
2) o : P—>Q e Y:Q — R proiett. = yop: P— R proiett.
3) ¢ : P — @ isom. proiett. = o1 : Q — P isom. proiett.
L >~ “relazione di equivalenza” tra spazi protettivt

Prop. P = P(V), Q = P(W) spazi proiettivi su K
Vi : V. — W applicazione lineare imiettiva
Al = P(¢) : P — @ applicazione proiettiva t.c. pu = 1

Dim. ¢([v]) = [¢(v)] per ogni v € V —{0v} (= ¢(v) # Ow)
Corol. P=@Q < dim P = dim @ (spazi proiettivi sullo stesso K)

Note: 1) 3¢ : P — @ applicazione proiettiva < dim P < dim Q
2) ¢ : P"(K) — P™(K) applicazione proiettiva,
< p(lz]) =[M-x) con M € M1 p1KergM =n+1
3) M def. a meno di fatt. ke K—{0} ([M -z] =[kM - z])

Prop. v : P — @) applicazione proiettiva
1) P" C P sottosp.pro. = Q' = ¢(P’) C Q sottosp. pro.
2) Q' C Q sottosp. pro. = P' = o~ 1(Q’) C P sottosp. pro.
~ @ P — Q" appl. proiettiva (isom. nel primo caso)
Dim. 1) PP =P{U') = Q" = P(px(U")), oy : U — @x(U") isom.
2) Q' =P(U') = P' =P (U)), op ¢z (U) = U lin.

Trasformazioni proiettive

P = P(V) spazio proiettivo su K

def

Pro P
. gruppo delle proiettivita di P

({¢ : P — P | ¢ isomorfismo proiettivo}, o)

Prop. ® : AutV — Pro P def. ¥ — ¢ = P(¥) omomorf. di gruppi
tale che ker ® = DilgV = {kidy :v— kv | ke K- {0}}
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Dim. ¥ € DilgV = ¢([v]) = [kv] =[v] V[v] € P = p =1idp
e =1dp = Y(v) =kyv Vo eV = ky, =k, Yv,vs eV
~ Yw) =kvVveV = yYeDilyV

Corol. P = P(V) spazio proiettivo = Pro P = AutV/ Dily V

Dualita proiettiva

P = P(V) spazio proiettivo di dimensione n < oo su K
~ P* = P(V*) spazio proiettivo duale

Nota: dimV =dmV* = dmP =dmP* = P*=P

dualita lineare su V' ~» dualita proiettiva su P = P(V)

{sottosp. proiett. di P} < {sottosp. proiett. di P*}

corrisp. biunivoca definita L = P(U) C P «+ L' = P(NilU) C P*
Pro P < Pro P* isom. di gruppi definito ¢ <> ¢’ < (¢') g = (90;)*
t.c. 1

)
2) Ly C Ly & L, C L) VLl,Lg C P sottospazi proiettivi
3) (L1 + Lo) = LiNL,, VL, Ly C P sottospazi proiettivi
4)
5)

dim L' = codimp L — 1, VL C P sottospazio proiettivo

(LinNLy) =LY+ L, VL, Ly C P sottospazi proiettivi
(L) =¢' (L"), Vo e ProP, VL C P sottospazio proiettivo

Note: 1) {iperpiani di P} < P* corrisp. biounivoca definita
H C P iperpiano <« H' = [A\] € P* tale che H = P(ker \)
2) L' C P* sottosp. proiett. <~ sistema linerare di iperpiani
(fascio se dim L' = 1)

Esempi: 1) L C P sottospazio «» L' = {[A\] € P* | L C P(ker\)}
— {H C P iperpiano | L C H}
C sistema lin. degli iperp. per L

2) codimp L = 2 = dim L' =1 ~ fascio degli iperp. per L

Nota: E enunciato proiettivo ~ E* enunciato duale
(E* ottenuto da E con dim <> codim —1, C « D, N+ +)
E vale in ogni spazio pro. < E* vale in ogni spazio pro.
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Spazi protettivi e spazi affini

P = P(V) spazio proiettivo, H = P(U) C P iperpiano
~ A=P—H < L per ogni L C V laterale di U con L # U
corrisp. biuniv. definita p = [v] < vy € [v] N L
~ A =P — H spazio affine su U t.c. A« L isomorfismo affine
(p=[0].q=[w] ~ F§=
Note: 1) la struttura affine indotta su A = P — H mon dipende
da L a meno di un fattore k € K— {0} (teor. di Talete)
2) dim A =dimU =dimV —1 =dimP

Prop. P = P(V) sp.proiett., H = P(U) C P iperpiano, A =P — H
{P" C P sottosp. pro. | P ¢ H} < {A’" C A sottosp. aff.}
corrisp. biuniv. def. P/« A" =P ' NA t.c. dim A" = dim P’
PlC P& Al CA), PINE — A\NA,, P+ P, < (AjUA)),,

Dim. L C V laterale di U con L #U
P'=P(V') = L'=V'NL C L sottospazio affine

= A" = P'NA C A sottospazio affine
A’ C A sottospazio affine ~ L' C L sottospazio affine
~ P'= P(V’' = (L)) unico sottosp. proiett. t.c. PPNA= A’
DirA’=Dir L' =V'NU = dim A" = dim V' —1 = dim P’
le altre proprieta sequono dalle def. (attenzione: P/ NP, ¢ H)

.,
VLWL = wyr, — ’UL)

Note: 1) H' = PPN H C P’ iperpiano proiettivo ~ A’ = P' — H’
A'C Ae A C P inducono la stessa strutt. affine su A’
2) Ai || Ay in A« HI C H; (H' =P(V'NU) = P(Dir A"))
3) {rette di P per p € H} < {rette di A con Dir=p C U}
(P piano proiett. ~ fascio (improprio) di rette parallele)
Prop. P = P(V) sp.proiett., H = P(U) C P iperpiano, A =P — H
Prog P={p€ProP |p(H)=H} < AffA
tsom. di gruppt definito o : P — P < p4: A— A

Dim. ¢ € Prog P ~ pu € AutV unica pu t.c. pu(L) =L
~ Pu|L € AﬁL = PlA € AﬁA
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peAffA~ peAffL ~ oc AwtV te. o = p (o = p«)
~ ¢ = P(0) € Prog P unica proiett. t.c. ¢4 =9
A spazio affine su V' spazio vett. su K
~ A2 P(K x V) completamento proiettivo di A (dim A = dim A)
Ao P({0} x V) C A iperpiano all’co (punti impropri di A)
A {1} xV o A— Ay isom. affine (def. a meno di trasl.)
~ A= AU Ay (identificando A con A — Ay)

Note: 1) Ay < {direzioni di A} = {fascm di rette parallele in A}
2) A’ C A sottosp. aff. ~ A’ C A sottosp. pro. (A = A'NA, )
3) ¢ € AffA ~ @ € Pro A tale che 3(As) = Ao
Esempio: P"(K) completamento proiettivo di A™(K)
AMK)oo = {[(0,2)] | z € K"} (punti impropri)
AMK) ¢ P"(K) (z < [z] = [(1,2)] punti propri)

Teorema di Desargues

def

P spazio proiettivo
P1, D2, D3, P4, Py, Py € P punti distinti
Ry, Ry, R3, R}, R,, R}, C P rette distinte
pz,p] € Ry e p,L,p] € R, per ogni 4,7, k tutti distinti
= R;NR;, S; = (Pi,p;)p., Per ogni @ = 1,2, 3
q1,q2, q3 allineati < Sy, S», 53 passano per uno stesso punto

Dim. <) p € P (unico) punto per cui passano Sy, Ss, S3

H C P aperpiano tale che q1,qy € H
se H contiene una retta R;, R; o S; allora g3 € H
altrimenti in A = P — H si ha (trascurando N A)
Si||Sa || S3 (sepe H) oS NSNSy #9 (sepd H)
R, || R|,Ry || R, = R3 || R} (teor. di Desargues affine)
= q3 € H = q1,q2,q3 allineati (per Varbitrarieta di H)

i) q1,92,q3 € R C P retta ~ L =R+ Ry —|—R/1 C P
L contiene tutta la configurazione e dim L = 2,3
dim L = 2 ~ le implicazioni <= e = sono duali
dimL =3~ L; =R;+ R, C L piani t.c. LiNLyNL3y # &
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Riferimenti proiettivi

P = P(V) spazio proiettivo su K

po = [w], ..., pn = [vn] € P proiettivamente indipendenti
def . . . ..
<~ 19, ...,U, Wnearmente indipendenti in V
— dim(po, .. sPn)p, =1 ((P0,---,DPn)p., = P((vo,...,00)))
< Di ¢ <p07 cey Pi—1,Pit15 - - 7pn>pma Vi= 17 ceey N

Note: 1) pg,...,pn € P proiettiv. indipendenti = n < dim P
(Dos - -y Pn)p,, UNico sottosp. pro. n-dim. conten. py,...,pn
2) poy---ypn € A= P —H con H C P iperpiano
D0y - -5 Pn off. indip. mm A < pg,...,p, pro. indip. in P

Esempi: 1) pg, p1 proiettivamente indipendenti < distinti
(Po,1)p,, = Tetta proiettiva passante per py e py
2) po,p1,pe proiettivamente indipendenti < non allineati

<p0,p1,pg>Pm = plano protettrvo passante per po,p1 € P
3) po,P1, P2, p3 proiettiv. indipend. < non complanari

S C P sottoinsieme in posizione generale

< po,...,pn proiett. indap. Vpo,...,p, €5 distinti con n < dim P

Prop. P=P(V).,Q = P(W) spazi protettivi di dim. n < oo su K
{po,---sPns1} CP e{qo,---,qni1} C Q in posizione generale
= Al : P — Q isomorfismo proiettivo t.c. ¢(p;) = ¢;

Dim. {p; = [vi|}i=0,....n+1 € {@ = [wi]}iz0,... nt1 N POS. gen.
= {vg,...vn} base di V e v, = Y1 ja;v; con a; € K—{0}

{wo,...wn} base di V e wppq = >0 biw; con b € K— {0}
~ @ : P — @ unico isomorfismo proiettivo

tale che ¢ (a;v;) = byw; per ogni i = 0,...,n
P = P(V) spazio proiettivo di dimensione n < oo su K

{po,---sPn,Pnsi1} C P in posizione generale
~ R = ((po,.--,Pn),Pns1) riferimento proiettivo

con punti base pg,...,p, € punto unita p,.1
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n

~ p; = |v3] t.e. B = (vg,...,v,) base ordinata di V', v = ) . v
(V0 -y U, Uptr univoc. determ. a meno di fattore k € K — {0})

~ vr = P(yB) : P — P"(K) isom. pro. (coord. proiettive /omogenee)
(Yr univoc. determ. da R, yr(p;) = lei] € YrR(Dny1) = [1,...,1])

Note: 1) R= (B,U) e R' = (B',U’) riferimenti proiettivi su P

~> ’YR,R’ = YR/ O’yél . [.CL'] —> [MB’B/' .T]
cambiamento di coordinate proiettive

2) ¢ : P— Q appl. pro., R e S riferim. proiettivi su P e Q)
~ pr.s: P"K)— P"(K) appl. pro. def. prs=ys°po ’ylgl
© in coord. pro. indotte da R e S
3) R',S" altri mif. pro. su P,Q ~ ©r/ s/ = Ys.5' ° PR.S ° ,Y];’IR,
R = ((po,---,0n),Pns1) Tiferimento proiettivo su P = P(V)
~ pi = [v)] ~ U= {(vy,...,u,) CV ~ H=P(U) C P iperpiano
~ Ra = (py = [vo], Bu = (v1,...,0,)) Tiferim. affine su A =P — H
t.e. 1) pe H & yr(p) = [0,24,...,2,] (H < Hy C P"(K))
2) pe A= vr(p) = [x0,..-,xn] ~ Yr,(P) = (T1,...,20) /20
YrA(P) = (T1,- -y 2n) ~ Yr(P) = [L, 21, ..., @n]

R = (py, B = (vq,...,v,)) Tiferimento affine su A sp. afﬁne su V
~ R = ((po,.--,Pn),Pne1) Tiferim. proiettivo su Atec Ri=R

COM Py — [17 OV] y P1 = [Oavl] g ooy Dn= [O,Un] y Pn+1= [1727;:1 Ui]

Equaziony di sottospazi

P = P(V) spazio proiettivo di dimensione n < oo su K

R = ((po,---,0n),Pns1) Tiferimento proiettivo

~ qr : P — P"(K) = P(K""!) coordinate proiettive

L C P sottosp. proiettivo 2 vg(L) € P*(K) sottosp. proiettivo
~ L=P(U) < yr(L) = P(yrg(U)) ~ dim L = dim yr(L)

Ly, Ly C P sottosp. proiettivi incidenti/trasv. /compl. /sghembi
< Yr(L1),vyr(Le) C P™M(K) incidenti/trasv. /compl. /sghembi

~~ basta considerare i sottospazi proiettivi di P*(K) = P(K"*!)
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P, P1,- - Pk € P™(K)

~ Po = [Uo], e s PE = [vk] comn Vg, ..., Vg e Kntl
Po, P1, - .., Pr prorettivamente indipendent

e rg(vy...vx) =k—+1convg,...,v € Mpi1 1K

Equazione parametrica di (po,p1, .-, Pk)p.,

r =tyvg + ...+ tpvg con [x] = [xg,...,2,] coordinate omogenee
to, ..., tr parametrt non tutty nullt
([t] = [to,...,tr] param. pro. in P¥(K))
co>x=M-tconx=(xg,...,2n) €t = (tg,...,tx) vettori colonna
M= (vy...v;) € Mpi1 o1 K, rg M =k + 1

Equazione omogenea di (pg,py, .- - ,pk>Pm
rg(vy... v ) =k +1 con [x] = [zg,...,T,] coordinate omogenee
e~ detM; =...=det M, =0 con My,...,M,_; orlatt dv Q C M

mat. quadrata con rgQ) = k+1
s A-x =0 con z vettore colonna, A € M,,_k 1K, rgA=n—%

Note: 1) L ={|z] = [z¢,x1,...,2,] € PM(K) | A- 2 =0} C P"(K)
~ LNAYMK) ={z = (zy,...,2,) € A(K) | A-T =0}
LNAYK)oo = LNHy = {[z ]EP”(KHA-x:O,aSO:O}
2) L=A{x=(z1,...,2,) € A(K) | Az = B} C A"(K)
~ L= {[]z[a:o,xl,...,a:n]epn(K)\(_B|A).x:0}

o= b= (B er | (200 )

Note: 1) {iperpiani di P*"(K)} < P"(K) corrisp. biunivoca
definita L = {[z] | D a;xz; = 0} < lag,...,ay]
2) L={lz] e P*K)|A-z =0} C P"K)
~ (kA o + k1 A"TF) o2 = 0 con k; € K non tutti 0
equazione del sistema lineare degli tperpiant per L
(dim L =n—2 ~ (kiA'+ ko A*) -2 = 0 equaz. fascio)
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Proiettivita in coordinate

P = P(V) spazio proiettivo di dimensione n < oo su K

R = ((po,---,0n),Pn+1) Tiferimento proiettivo

~ qr : P — P"(K) = P(K""!) coordinate proiettive

~> Pro P = Pro P*(K) isom. def. ¢ < ¢pr el
© 1 coord. omog. indotte da R

YR P Vg

Note: 1) R’ altro riferimento proiettivo ~ pr = YR,R' ° PR ° vg,lR,
2) ¢ : P"K) — P™(K) proiettivita
& [yl = p([z]) =[M - z] con M € GL(n + 1,K)
3) vr.r cambiamento di coord. omogenee ha questa forma
Pro P*(K) = PGL(n+ 1,K) = GL(n+1,K)/{k I+ | k € K—{0}}
gruppo proiettivo di grado n + 1 su K
Note: 1) K=C ~ PGL(n+1,C) = PSL(n+ 1,C)
2) K=R ~ PGL(n+ 1,R) = PSL(n + 1,R) se n pari
(59 orientazioni sugli spazi proiettivi reali di dim. pari)
3) Aff A(K) = Progy, P"(K) C Pro P"(K)
~ A(n,K) C PGL(n + 1,K) sottogruppo (non mormale)

(y=M-2+C « [j] = [M-7] con]\?:<é]\04))

Equivalenza proiettiva

P spazio proiettivo, X, Y C P sottoinsiemi
~o.Y PN Jp € Pro P tale che Y = ¢(X)
U x e Y proiettivamente equivalenti

Nota: P = A completamento proiettivo di A spazio affine
~ X Z,.Y = X =p,Y perogni X, Y C A
(<= non vale, es. rette parallele /incidenti)

Esempi: 1) L =p,, L' & dim L =dim L', VL, L' C P sottosp. pro.
(¢ € Pro P"(K) t.c. o(L) = L', p([z]) = [N - x]
L:z=M-t~L:z=(N-M)-t
L:A-2=0~L:(A-N"1Y.2=0)
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2) {pos - Pnv1} Zpro {05+ -5 @1} V{Pi}, {qi} in pos. gen.
(P piano proiett. ~ quadrilat. in pos. gen. pro. equiv.)

P proprieta riferita ar sottoinsiema di uno spazio proiettivo P
proprieta proiettiva PLEN prop. mvariante per proiettivita div P
(cioe: P vale per X < P wvale per ¢(X) Ve € Pro P)

Note: 1) P proprieta di X C P e proiettiva < si puo esprimere
in termini della struttura proiettiva di P (soltanto)
2) P proprieta di X C P definita in coordinate omogenee
proiettiva < non dip. dalla scelta del riferim. proiettivo

Esempi: 1) indip. pro. e pos. gen. di X C P sono prop. proiettive
2) parallelismo di rette mon € una proprieta proiettiva
3) convessita di X C P sp. pro. reale non e prop. proiett.

Quadriche proiettive

P spazio proiettivo di dimensione n < oo su K, carK # 2

() C P quadrica proiettiva
PN @ ha equaz. omogenea di grado 2 in un sistema di coord. pro.
< (@ ha equaz. omogenea di grado 2 in ogni sistema di coord. pro.

< (@ ha equaz. omog. scalare di grado 2 in L C P sottosp. proiett.
L dim L —1)

(Q e una ipersuperficie quadrica in L, dim Q)

Q,Q" C P quadriche con dim @ = dim @’
~ Q C L, Q' C L' ipersuperfici quadriche con dim L = dim L’

~ Q,Q" C L ipersuperfici quadriche (a meno di affinita)

~~ basta considerare tpersuperfici quadriche

R riferimento proiettivo su P
~ g : P — P*K) = P(K"") isomorfismo proiettivo

Q) C P (ipersuperf.) quadrica LN Yr(Q) (ipersuperf.) quadrica
Q 9 Q, C P (ipe”r‘sup.) quadﬂche, Q gPTO Q/ ~ WR(Q) gPro WR(Q,)

~~ basta considerare ipersuperfici quadriche in P*(K) = P(K"*!)



Geometria 1 Geometria proiettiva /12

Q C P"(K) ipersuperficie quadrica, car K # 2
o ZZ]’:O a; jx;x; = 0 equaz. omogenea con a;; € K non tuttt 0
a meno di moltiplicazione per un fattore k € K — {0}

o' Az =0 con Ae M3, K—{0}
Note: 1) {ipersup. quadr. di P*(K)} « P(n+3)/2(K)

corrisp. biunivoca def. Q < [(aij)o<i<i<n]

2) L c PMn+3)/2(K) sottospazio proiettivo «
sistema lineare di ipersup. quadr. (fascio se dim L = 1)

Esempio: pi,ps, p3, p, € P*(K) in posizione generale

~ F fascio delle coniche per pi,pa, ps,p,
(passaggio per p; = condizione lineare)

Qi,QreFcon@Qi#QreQ;:ax" A -x=0
~ F={Q: x" (k1A1 + ko Ag) -z = 0| (ky, ko) € K* = {0}}

Prop. rg A proprieta proiettiva di @ (indipendente dalle coord.)
Dim. x = M -2’ con M € GL(n + 1,K)
= A-x=0~ 2" A -2'=0
con A =M*A-M = rgA"=rgA
A =kAcomnkeK—-{0} =rgA" =rgA

def

~ 1g Q) rg A (rango della quadrica Q)

Note: 1) 1 <rg@Q <n-+1
@ quadr. singolare LN rgQ <n (degenere PLEN rg@Q < 2)
2) @ non sing. ~ P™"(K) < P™"(K)* < {iperpiani di P"(K)}
isom. proiett. def. p— H,: (p*-A)-x =0 (polarita)
te.peH, &peQ epec Hy& qe Hy per ogni p, q
def
(p€Q ~ Hy

iperpiano tangente a Q) in p
— unione delle rette tangenti a Q in p)
3) @ singolare ~ Sing@ : A-x = 0 (sottospazio singolare)
Sing @ C Q sottosp. proiett. di P*(K) di dimens. n —rg @
() = unione di sottosp. proiett. di P"(K) per Sing Q
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}) @ degenere < @ = unione di due iperpiani di P™(K)
distinti se rg Q) = 2, coincid. se rg@Q = 1

Prop. @ C P™(K) ipersuperficie quadrica, car K # 2
= 4 R riferimento proiettivo con coordinate x tale che
@ ha equazione omogenea canonica r*- A-x =0

cona;; =0sei#j,a,;=0set>rgQ
Dim. e =M 2" t.c. 2*A-x ~ 2 A -2’ con A" diagonale

~a;;=0sei#jea,; =0sei>rgQ (#0se0<i<rgQ)

Q C P"(R) ipersuperficie quadrica reale «~» z*- A-x =0

def

lrg A —2pos Al >0
proprieta proiettiva di @ (indipendente dall’equazione)

Prop. sgn A

Dim. indipendenza dalle coordinate come per rg A
A"=FkA con ke R—-{0}
= pos A’ =posA o rgA—posA (se k<0)

def

sgn A > 0 (segnatura della quadrica Q)

~> sgn ()
Nota: rg@Q =2sgn @) <rgQ

Prop. Q@ C P"(R) ipersuperficie quadrica reale
= 4 R riferimento proiettivo con coordinate x tale che
@ ha equazione omogenea canonica r*-A-x =0
con a;; = £1 per ogni ¢ = 0,...,7g@Q — 1,
uniocamente determinata da rg@Q e sgn Q)
a meno di cambiamento di segno e permutazione delle x;

Dim. segue dalla prop. precedente e dal teorema di Sylverster

Corol. Q,Q" C P™(R) ipersuperfici quadriche reali
=p @ & 1gQ =19 Q" sgn @ = sgn Q'

Dim. Q =p,, Q" < hanno la stessa equaz. omogenea canonica
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Esempi: 1) Q C P*(R) conica proiettiva reale
classiﬁcata al variare di (rg @, sgn Q)
(3,3) ~ .SCO + 2% + 25 = 0 (conica non sing. pt. imm.)
(3,1) ~ :c1 + x5 = z§ (conica non singolare)
(2,2) ~ :c1 + 25 = 0 (rette incidenti immaginarie)
(2,0) ~ :c1 — x5 = 0 (rette incidenti)
(1,1) ~ 2% = 0 (rette coincidenti)
2) Q C P}(R) quadrica proiettiva reale

classificata al variare di (rg @, sgn Q)

~ T+ a:Q a:% = x§ (quad non sing. 1pefrbohca)

> a:? + a:Q + 332 = 0 (cono a punti immaginari)

~ o7 + x5 = 0 (piani incidenti immaginari)

2

)

)

)

) ~ 7 + x5 — x5 =0 (cono)
)

) ~ z7 — x5 = 0 (pitani incidenti)
)

~ x7 = 0 (piani coincidenti)

Prop. @ C P*(C) ipersuperficie quadrica complessa
= J R riferimento proiettivo con coordinate x tale che
@ ha equaz. omogenea canonica r*-A-x = 0
con a;; = 1 per ognt ¢ = 0,...,rg@Q — 1

Dim. segue dalla prop. prec. e dalla diag. delle forme bilin. compl.

Corol. Q,Q" C P"(C) ipersuperfici quadriche complesse
—PTO Q/ <~ g Q =79 Q/

Dim. Q =p,, Q' < hanno la stessa equaz. omogenea canonica

Esempi: 1) Q € P*(C) conica proiettiva complessa
classificata al variare di rg Q)
3 ~ x§ + 27 + 23 = 0 (conica non singolare)
2~ %+ 25 = 0 (rette incidenti)
1 ~ 27 = 0 (rette coincidenti)
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2) Q C P3(C) quadrica proiettiva complessa
classificata al variare di rg Q)
b~ i+ 27 + 25 + x5 = 0 (quadrica non singolare)
3 ~ x4+ x5+ 25 =0 (cono)
2~ %+ 25 =0 (piani incidenti)
1 ~ 27 = 0 (piani coincidenti)
Note: 1) Q={x=(z(,...,2p) |2*A- 2+ 2B -2+ C =0} C A"(K)
~ Q = {[z] = [z0,...,z0] | 2" A 2 =0} C P(K)
completamento proiettivo di Q)
Q=QUQu con Quo=QNA"(K)o C A™(K)u
ipersuperficie quadrica all’infinito
2) Q C P"(K) non singolare
~> Poo il polo di A™ (K)o

centro di Q) se poo € A™(K)
{t(mg. tra @ e A" (K)o altrim.
unico punto [x] tale che (B*|A)-xz =0
proprieta affine di (), non proprieta proiettiva di @
3) Q,Q" C A™(K) ipersuperfici quadriche affini
Q,Q C P™"(K) completamenti proiettivi
QZag Q & Q=pp Q' € Qoo Zpro @ (in A(K) o)

Esempi: 1) Q € A*(R) conica affine reale non singolare:
Q ellisse & Qoo = @ (due punti immaginari distinti)
Q@ perbole & Qo = due punti distinti
Q parabola & Qs = due punti coincid. (tang. A*(R)s)
(ellissi e iperboli sono affinemente equivalenti su C)

2) Q C A*(R) quadrica affine reale non singolare:

Q ellissoide < Qo = D (conica non sing. a punti imm.)
Q@ iperboloide & Qo = comnica nmom singolare
Q paraboloide < Q. = conica singolare (tang. A%(R)s)
(ellissoidi e iperboloidi sono affinemente equiv. su C
paraboloidi ellittici e iperbolici sono affin. equiv. su C)



