Geometria 1 Nozioni preliminari /1

Relazioni e funzioni

X,Y instemi ~ X XY ={(z,y) | r € X,y Y}
prodotto cartesiano

Nota: X x Y #Y x X (coppie ordinate)

R C X xY relaztone da X a Y

SCX ~R(S)={yeY |FzeS con (x,y) ER}CY
TCY ~R I T)={zeX|3yeT con (r,y) e R} C X

Ri=RN(SxT)CSxT restrizione di R da S a T

Note: 1) R : X — Y notazione diversa per R C X XY
2) xRy, x L Yy, R : x — y notazioni diverse per (z,y) € R

Esempi: 1) @, X XY relazione vuota/piena
2)idx = AX ={(z,z) |z € X} C X x X identita di X
3) P = {punti del piano}, R = {rette del piano}
A={(p,r) € Px R|per} (rel. di appartenenza)
Z={(r,s) e RxR|rnNs=punto} (rel. di incidenza)
P={(r,s) e RxR|rns=a} (rel. di parallelismo)

R relazione da X a Y
~ R ={(y,x) €Y x X | (z,9) € R}
relazione inversa di R (da Y a X)

R relazione da X a Y, S relazione da Y a Z
~SoR=A{(x,2) e X xZ|JyeY con (z,y) e R e (y,2z) €S}
relazione composta di R e § (da X a Z)

Note: 1) (R ™1 =R e Reidy =R =1idy - R
2) in generale R1oR #idx e RoR™! £ idy

Esempi: per le relazioni A, Z e P definite sopra si ha
AlteA=PxP, Ac A ' =ARUZ,ZT-IT=RxR
T - A=PxR,P- A=PxR—-A,P-P=PUAR
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f: X =Y relazione da X a Y
funzione FLEN per ogni x € X esiste unico y €Y t.c. x 4, Y
(in tal caso si scrive anche f(x) = y)

Note: 1) f: X =Y, f:Y — Z funzioni = go f : X — Z funzione
2) f: X =Y funzione, f|: S — T funzione < f(5) CT

Esempi: P, R insiemi e A,Z,P relazioni definiti sopra
1) p: Px P — R definita ((p,q),r) € p<={p,q} Cr
non ¢ una funzione, ma lo ¢ py: (Px P—-AP) — R
2) 0: Rx R— P definita ((r,s),p) Eoc&perns
non ¢ una junzione, ma lo ¢ oy : Z — P
3) 7: Px R — R definita ((p,r),s) et peEserPs
non e una funzione, ma lo e 7 : (PxR—-A) — R

f: X =Y fjunzione da X a Y

iniettiva <2 per ogni ¥y € Y esiste al pruw un x € X t.c. x 4, Y
C L def : : f
suriettiva < per ogni y € Y esiste almeno un z € X t.c. z >y

biiettiva < per ogni y € Y esiste unico x € X t.c. x 1, Y

Note: 1) f: X =Y, g:Y — Z funzioni
f, g iiettive = g o f miettiva = f iniettiva
f, g suriettive = go f suriettiva = ¢ suriettiva
2) 71 funzione & f bitettiva < f iniettiva e suriettiva

Esempi: P,R, A, Z,p,o definiti sopra, (r{,ry) € Z, pg = o(r1,79)
pj: PxP—AP — R junz. suriettiva non iniettiva
pr: 11X 1o —{(po,po)} — R funz. iniettiva non suriettiva
pr:rixry—{(po,po)} — L(r1) N I(ry) — A(po) funz. bitettiva

Relazionti su un insieme

R C X" relazione n-aria su X

Esempi: 1) Z e P definite sopra sono relazioni binarie su R
2) L ={(p1,p2,p3) | p1, P2, p3 allineati} rel. ternaria su P
3) T = {(p1,p2,p3) | p» sta tra p; e py} rel. ternaria su P
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R relazione binaria su X

riflessiva <= AX C R (cioe: Rz, Vo e X)

antiriflessiva A RANAX =0 (cioe: xRy = = £ vy)
simmetrica <= R = R~ (cioe: xRy = yRuzx)

antisimmetrica <2 RAR"! = AX (cioe: cTRYyANyRx = x =y)
transitiva <= R R C R (cioe: cRYyANyRz=2xRz2)

Esempi: 1) Z e P def. sopra sono antiriflessive e simmetriche
2) @ =PoP e riflessiva, simmetrica e transitiva

Equivalenze e quozienti

R relazione binaria su X
. def . . . . oy
equivalenza < R riflessiva, simmetrica e transttiva

Note: 1) ~z notazione usuale per equivalenza,
2) [: X =Y funzione ~ xy ~f 29 & f(x1) = f(22)
relaz. di equiv. indotta da f

Esempi: 1) P, Q relaz. definite sopra, P non equiv., Q equiv.
2) T = {triangoli nel piano}
[:T — R def. I(t) = (a < b<¢) ~ ~; congruenza
a:T — R* def. a(t) = (a < B) ~ ~y similidutine
A:T — R def. A(t) = Area(t) ~ ~4 “equivalenza”
3) a=,b & n|(a —b) equiv. su Z (congruenza mod n)
R relazione binaria su X

~» ~p relazione di equivalenza generata da R
def

pwu piccola relaz. di equiv. su X contenente R
— intersez. di tutte le relaz. di equiv. su X contenenti R

Nota: t ~g 2’ & dz,....,2, € X conzy =2, 2, =2', n>1
t.c. 337;723314_1 \/.%'H_lRl'i, Vi= 1,...,n—1

Esempio: per le relaziont P e Q definite sopra st ha Q = ~p
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R = ~x relazione di equivalenza su X
~ |z]lr ={y € X | x ~r y} classe di equivalenza di z € X
~ X/R ={|z]r| x € X'} insieme quoziente (X' = ins. di rappr.)

Note: 1) le classi di equiv. formano una partizione di X
(Uzex'[r]r = Uzex|z]r = X in quanto x € [z|g V2 € X,
xopy < zlr = ylr © [zlrN[ylr # 2
e quindi  %r y < [zlr # [ylr & [z]r N [ylr = D)
2) mr : X — X/R proiezione canonica def. mr(x) = [x]r

3) R coincide con la relaz. di equiv. indotta da g
(infatti: [z]r € X/R ~ 75 ([zr]) = [2]r C X)
b)) f: X =Y funzione ~ X 5 X/~ f(X)CY

Esempi: 1) R, Q def. come sopra ~ R/Q = {direzioni del piano}
2) L, A4 Z/=n, ={|0]pn,...,[n—1],} classi di resto mod n
3) Z «— (NxN)/~ con (a,b) ~ (a",b)=a+b =a +b
3) Q< (ZxN)/~ con (a,b) ~ (a',b') = ab =a'b

b
b

Insitemi ordinati

R relazione binaria su X
ordine <= R riflessiva, antisimmetrica e transitiva
ordine stretto << R antiriflessiva, antisimmetrica e transitiva
ordine totale <= R ordine t.c. X>—~ AX C RUR™!
(cioe: z #y=axRyVyRz)

Note: 1) <rg e <g motaz. usuali per ordine e ordine stretto
2) R ordine su X «~ S ordine stretto su X
(infatti: R~S=R-AX eS~R=SUAX)

(X, <) insieme ordinato (con < relazione di ordine su X)

S C X limitato inf. £ JleX te. l<sVseS (I limite inf.)
limitato sup. & JleX te s< [,Vse S (I limite sup.)
limitato <= limitato mf. e sup.

~ min S =s €S t.c. s limite inf. per S (minimo)
max S = s € S t.c. s limite sup. per S (massimo)
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~ inf S =max{l € X t.c. [ lim. inf. per S} (estremo inf.)
sup S = min{l € X t.c. [ lim. sup. per S} (estremo sup.)

Note: 1) s=minS & s=infS €S, s=maxS < s=supS eSS
2) min S, max S ,inf.S,sup.S sono unici (se esistono)
3) < ordine totale, S # & finito = min S e max S esistono
(per induzione su |S| = cardinalita di S)

Esempi: 1) (N, <) totalm. ordinato, limitato inf. ma non sup.
g#SCN=dminS (+ principio di induzione)
2) (Z,<) totalm. ordinato, illimitato inf. e sup.
@ #+£ S C Z limitato inf. (sup.) = esiste min S (max S)
3) (Q, <) totalm. ordinato, illimitato inf. e sup.
S={gcQ|qg>0}~imfS=0¢&5 (AminS)
S={q€Q|q>+V2} ~ non esiste inf S
4) (R, <) totalm. ordinato, illimitato inf. e sup.
@ # S C R limitato inf. (sup.) = esiste inf S (supS)
5) (P(X),C) ordinato non totalm., limitato inf. e sup.
S CP(X)=1infS=NyesY, supS = UyesY

(X, <) insieme totalmente ordinato
mﬂ:@& Ve, 20 €EX, 21 <o = deeX te. 1 <x <29
completo <L Vo # S C X limitato inf. (sup.) FinfS (supS)
Esempi: 1) (Z,<) non denso, ma completo (numerabile)

2) (Q, <) denso, ma non completo (numerabile)

3) (R, <) denso e completo (non numerabile)

Operazioni su un nsieme

X" — X funzione (r{,...,Tn)+— T1-... T, operaz. n-aria su X

Esempi: 1) operazioni su P = {punti del piano}
(p1,p2) — p1*pa = punto medio(py,ps) oper. binaria
(p1, P2, P3) — PLxPak p3 = baric.(py, P2, p3) oper. ternaria
2) o operaz. binaria su Rel X = {R: X — X relazione}
Fun X ={f: X - X funz.} e ¥x = {f: X — X biiett.}
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3) + e X (usuali) sono operaz. binarie su N, Z e Q
4) — (usuale) non e operaz. bin. su N, ma lo € suZ e Q
5) / (usuale) mon e operaz. bin. su Q, ma lo & su Q— {0}

(z1,22) — x1- Ty operaz. binaria su X
.. def
associativa <= x1 - (x2 - x3) = (1 - T2) - x3, VX1, 20,23 € X
. def
commutativa <= x1 - 19 =29 - 11, V1,20 € X
def
e € X elemento neutro < e-r=x=x-¢,Vre X
_ . . def _ _
T € X elemento imverso di x € X < - r=e=2x-7

Note: 1) operaz. associativa = il risultato di piu operazioni
non dipende dall’ordine di esecuzione ~ x{-...-x,
2) operaz. commutativa = il risultato di un’operazione
non dipende dall’ordine degli operandi
3) elemento meutro unico se esiste (e =e-e’ =¢€’)
assoctativa = inverso di x unico se esiste
(EZE- (xf/) = (fx) -E’:a_:’)

Esempi: 1) x op. def. sopra commutativa, ma non associativa
2) o (comp. di appl.) associativa, ma non commutativa

Gruppi

G = (G, -) gruppo (con - operazione binaria su G)
def

< 1)z (x9-2x3) = (T1-22) - 23 YX1,%9, 23 € G (associativa)
2)dee G t.c.ecx=x=x-¢e,VareG (elemento neutro)
) VeeGIdz e X tec. T-x =e=2x-T (inverso di x)

G = (G, - ) gruppo commutativo (o abeliano)

& 1),2),3) e 4) x1-x9 = x5 -1, V1,20 € G (Prop. comm.)

non & gruppo (# elemento neutro)
,+) gruppo comm. (0 elem. neutro, T = —z opposto)

Esempi: 1) (N, +)
(Z,+)

2) (Z, -) non & gruppo (1 elem. neutro, ma A inversi)
(@ -)
(Q@—{

Y

non & gruppo (1 elem. neutro, ma # inv. di 0)
0}, - ) gruppo comm. (1 elem. neutro, T =z~ 1)
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3) (Fun X, o) e (Rel X, o) mon sono gruppi
(idx elem. neutro, ma A inversi: R e R™! # idx)
Yx = (Xx, o) gruppo delle permutazioni su X

non commutativo (idx elem. neutro, f = f~1)

H C G = (G, -) sottogruppo
LN s - (H, -) gruppo con Voperaz. di G ristretta ad H
< 1) H#2 (ec H)

2) x1,x0 € H = 21 20 € H

3)

re H=xc H

S C G sottoinsieme ~ (S) C G sottogruppo generato da S

(9) i piuw piccolo sottogruppo di G contenente S
imtersezione di tutty 1 sottogruppt di G contenenti S

{z1-...-xp|zi€eS oz, €5,n>0}
Note: 1) z € G ~ (x) C G sottogruppo ciclico generato da x
((x) = {2* |k € Z} dove 2° = ¢, 2F =2 - ... -2 se k >0,
oF=7-...-%se k<0)
2) motazione moltiplicativa per gruppi: (z(,Ts) — x1 - To,
e =1 (unita), 7 = 27! (inverso), =¥ = =1 ... . 2*! (pot.)

notazione additiva per gruppi comm.: (xy,zs) — 1 + xo,
e =0 (zero), T = —x (opposto), kx = +x£...£x (mult.)

S C G insieme di generatori <= G = (S)
G gruppo ciclico <= Iz € G tale che G = (x) (x generatore di G)
G finttamente generato &4 39 € G insieme finito di generator:

Esempi: 1) (Z,+) ciclico infinito (1 e —1 entrambi generatori)
2) (Zy,+) ciclico di ordine n ([k], gener. & (k,n) =1)
3)

4)

(Q,+) e (R,+) non finitamente generati
def
E aC i

n 2(1,...,n} gruppo simmetrico di grado n

(costituito da n! permutaz. (o(1),...,0(n)), o € X,)
non ciclico, finit. gener. da {7 ; trasposizione | i # j}
(7ig def. 7:5(1) =7, 1;(5) =1, (k) =k VEk#4,5)
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¢ : G — H applicazione tra G = (G, .¢) e H = (H, -g) gruppi
def
omomorfismo < p(x1-gx2) = p(x1) g e(rs), Vo, 20 € G
180morfismo &4 © omomorfismo biiettivo
G JiPN def
T gruppt isomorii

Jp : G — H isomorfismo

Note: 1) o(eg) =em, p(z™1) = p(x)~! per ogni € G
2) G' C G sottogruppo = go(G’) C H sottogruppo
3) H' C H sottogruppo = ¢ '(H') C G sottogruppo
4) ¢ :G— H ey: H— K omo. :>¢ v : G — K omo.
5) ¢ : G — H isomorfismo = ¢~ ' : H — G isomorfismo
L~ & wna “relazione di equivalenza” tra gruppi

Esempi: 1) exp : (R, +) — (R — {0}, - ) definita exp(x) = €*
2) n: Ly — ({=1,1}, - ) definita n([n]y) = (=1)"
3) m: X, — Zy definita (o) = [#{o-scambil}]s (parit)
L) sgn =nom: 3, — ({—1,1}, -) (segno)

H C G sottogruppo, r € G

~> X1 ~H Lo PLEN ZT1- ;cg_l € H relaz. di equiv. (congruenza mod H)
~ |z]g = H - (destro) di H in G

H C G sottogruppo mormale
el el {z-h|heH} per ogni xz € G

<~ H-zx=z-H
< H=2x-H- 27! per ogni x € G (H invariante per coniugio)
~ (H-x) - (H -29) = H - (x1-T2) per ogni x1,Ts € G

~ G/H =({H -z |z € G}, -) gruppo quoziente

Nota: G gruppo comm. = ogni sottogruppo di G & mormale

Esempi: 1) (Zn,+) = (Z,4+)/nZ con nZ ={nk|ke€Z} CZ
2) (R,4)/27 Z gruppo degli angoli orientati (rotazioni)

© : G — H omomorfismo
def

~ Im ©(G) C H sottogruppo (immagine di )

Ker o i o (ey) C G sottogruppo normale (nucleo di ¢)
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Note: 1) ¢ : G — H omomorfismo ~ G 5 G/ Kerp = Im ¢ C H
2) ¢ : G — H omomorfismo iniettivo < Kerp = {eg}
(p(z) =y = ¢~ (y) =Kerp -z, Vz € G)

Gruppt di trasformazioni

v :Gx X — X aztone del gruppo G sull’insieme X
& 1) pleg,x) =z, Ve e X

2) 80(91_92,55) — 90(92790(91733)) ’ VglaQQ cG Ve X
— & : G — Xx definito ®(g)(z) = p4(x) = ¢(g,z) omomorfismo

w:GxX — X azione di G su X

effettiva <2 & : G — Sy iniettiva (= G = ®(G) =T C Sx)
gruppo di trasformazioni

libera <L pg(x) #x,Vge G—{eq} Vo e X (= effettiva)

transitiva <= Vai,x0 € X g € G tale che ¢g4(z1) = 29

semplicemente transitiva &4 Yibera e transitiva

Esempi: 1) azione di G = (R, +) su X = {rette del piano} con
0r » X — X indotta da rotaz. di z rad. centrata in O
azione non effettiva e non transitiva

2) G = (R,+)/271Z ~ azione effettiva, non libera/trans.
3) X = {rette orientate} ~» azione libera, non transitiva
}) X = {rette orient. per O} ~ azione sempl. transitiva

w:G XX — X azione di G su X
~ T ~G Lo PLEN dg € G tale che p4(z1) = 29
relaztone di equivalenza indotta dall’azione
~ Oty ( ) R ]G_[ oo = {y(z) | g € G} p-orbita di z € X

)| x € X} insieme delle orbite

(
Note: 1) G, ={g € G| py4(x) = x} sottogr. stabilizzatore di x
2) Orby(z) « G/G, =

insieme (non gruppo) quoziente
risp. all’azione naturale di G, su G
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3) ¢ azione libera < G, = {eg} per ogni z € X
@ azione transitiva < Orb, () = X per ogni x € X

Esempi: 1) T = gruppo di trasformazioni del piano
X = insieme di figure (sottoinsiemi) del piano
~ azione di T su X se t(x) e X Vte T Ve e X
~ X/T < X' = classif. di X rispetto alla T-equiv.
T, = gruppo delle T-simmetrie di x € X
2) T = gruppo dei “movimenti rigidi”, X = {triangoli}
r = scaleno,isoscele,equilatero = T, = {id}, Zs, X3

Campi

K = (K,+, ) campo (con + e - operazioni binarie su K)
& 1) (K,4) gruppo comm. con elemento meutro 0g
cioe: la) z1+ (xo+ x3) = (x1+ x9) + 3, VX, 20,23 € K
) 24+ 0 =2=0 +x,Vz e K
le)Vee Kd—zeKte o+ (—z) =0 =(—x)+=x
1d) x1+ 29 =20+ 21, V1,200 € K
2) (K —{0k}, - ) gruppo comm. con elemento neutro 1
cioe: 2a) x1- (xa-x3) = (xr1-w2) - 3, Vi, 20,23 € K — {0k}
2b) z-lg =x =1 -z, Ve e K
2e)Vee Kz te Kte. oo t=1g=at12
2d) x1-x9 = X9 1, V1,20 € K
3) x1- (xo+ x3) = (x1-22) + (21-23), VX1, 20,23 € K
(proprieta distributiva della somma rispetto al prodotto)

Note: 1) xy 29 =0 < 21 = 0g Az = O (annull. del prododdo)
2) 1x # O ~ (1g) = {ng ~Znlg |neZl C (K, +)
3) (1x) =Z, con p=0 o numero primo

carK =< p (caratteristica di K)

Esempi: 1) Z = (Z,+, - ) non & campo ( inverso di n # 1)
2) Zp = (Zp,+, - ) campo < p numero primo
3) Q= (Q,+, ) e R=(R,+, - ) campi
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K= (K,+, -, <) caompo ordinato
JLEN 1) (K,4+, - ) campo
2) (K, <) totalmente ordinato
3) xy <xp = 21+ 23 < X9+ 73, VX1, 20,23 € K

b)) Ok <zy N0 <o = 0 < 2120, V1,20 € K

Note: 1) K campo ordinato = 0 < 1x = car K =0
inoltre 0 <z < —x < 0g (~ prodotto dei segni)
2) K campo ordinato = K denso (xy < (x1 + x2)/2 < x3)

= (K , <) campo ordinato archimedeo
<:f> K campo ordinato t.c. VOg <z € K, dng t.c. < ng

Note: 1) K campo ordinato completo = archimedeo
2) Q=(Q,4+, -,<),R=(R,+, -, <) campi archimedei

Campo deir numeri realt

(qn)n>1 C Q successione di Cauchy

A oym > dng, > 1 te. |gi—qj| <1/m Vi,j > ny,
(Gn)n>1 ~ (q),)n>1 successioni di Cauchy equivalenti
<> (41,491,092, Qs - - - qns Gy, - - -) successione di Cauchy

R« {(gn)n>1 C Q successione di Cauchy}/ ~

Note: 1) (gn)n>1 C Q appross. razionalt di 7 = [(gn)n>1] € R
2) QC R (¢ [(¢)n>1] € R per ogni g € Q)

r=[(gn)nz>1],7" = [(gn)n>1] €R
~ 747 = [(¢n +0 @n)n>1] €R
rrr’ = [(gnqdn)n>1] €ER
r<gr PLEN dm >1t.c. ¢, <ggq, Vn>m

Note: 1) le operazioni su R non dipendono dalle successioni
e coincidono con quelle di Q per r,r’ € Q C R
2) la relazione < e un ordine totale demnso completo su R
e coincide con Vordine di Q per r,r’ € Q C R
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Campo der numert complessi

C=(C,+, ) - {z+yi|xz,y € R} con le operazioni definite:
(x+yi)+ (@ +yi)=(r+2)+(y+y)i
(z+yt) (@' +yi) = (v’ —yy') + (zy +2'y)i
Note: 1) RC C (x «» x 4 07 per ogni x € R)
le operaziont di C estendomno quelle di R

2) C=(C,+, ) e un campo (non ordinato)
((z+yi)~" = (v —yi)/(z* +y*), Vo +yieC)
3) i* =i-i=—1 (i = unitd immaginaria)

z=x+yi€C
~ Rez =2 € R parte reale di z

Imz =9y € R parte immaginaria di z

~z=x—yi € C contugato di z
~ |zl =z Z=/x*+y*> € R modulo di z

Note: 1) z2=214+20 = Z2=21+ 2, V21,20 € C
2 =212 = Z=21"29, V2z1,29 € C
2=z & z=Rez & 2€R
2) 2] >0VzeCelz| =0 2=0
2 =21+ 29 = |2| < |z1| + |22|, V21,20 € C
2 =2z1-20 = |2| = |z1] - |22, V21,20 € C
z| =4tz & z€eR

x=rcost, y=rsind (conr>0edecR/2w7Z)

~ x4+ yi=r(cos? +1isind) =re? (forma esponenziale)
~ et et = (pp) el ) (com ) 4+ € R/21 Z)

~ (ret?)m =rme™ (conn €7Z e nd € R/217Z)

Note: 1) €™ +1 = 0 (equazione di Eulero)
) z=reV =z=reWel|zl=r

3) ({z€Cllzl =1} ={e? |V e R/27Z}, - ) = (R, +) /27 Z
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2kim/n

2t=1~z=c¢€ con k=0,...,n—1 (radici n-esime di 1)

Nota: C, = ({e**"™/" |k =0,...,n—1}, - ) = (Zyn, +)

Teorema fondamentale dell’algebra

C=(C,+, ) e un campo algebricamente chiuso, cioe:

p(2) = apz™ + ...+ a1z + ag € C[z] polinomio di grado n > 1
= l’equazione algebrica p(z) = 0 ha soluzione in C

Corol. p(2) = apz™ + ...+ a1z + ag € Clz] polinomio di grado n > 1
= Jz1,...,2k €Ctic. p(2) =an - (2 —21)" .o (2 — z)M*
(z = z; soluz. di molteplicita p; dell’equaz. alg. p(z) = 0)

Dim. per induzione su n > 1 a partire dal caso banale n =1
p(z;) = 0 = p(z) divisibile per z — z; € C[z] (teor. del resto)
= p(z) = (2 — 2;)q(2) con q(z) € C[z] di grado n — 1

Corol. p(2) = apz™ + ...+ a1z + ag € R[z] polinomio di grado n > 1
= p(z) e prodotto di polinomi in R[z] di grado < 2

Dim. per induzione su n > 1 a partire dal caso banale n = 1

p(z;) =0 con z; € R

= p(z) divisibile per z — z; € R|z]

p(2) = (2 — 2z;)q(2z) con q(z) € R[z] di grado n — 1

p( ;) =0 con z ¢ R

= p( Zi) =0 (anZl +...a1Zi + ag = an2l +...a12; + ag = 0)
p(z) divisibile per (z — z;)(z — z;) € R[Z]
p(z) = (2 —2;)(z2 —Z)q(z) con q(z) € R[z] di grado n — 2

Note: 1) R non ¢ algebric. chiuso (z* + 1 = 0 non ha sol. in R),

C e il puu piccolo campo algebric. chiuso contenente R
2) p(z) € Clz] irriducibile < grado = 1

p(z) € R[z] irriducibile < grado =1 0 =2 con A <0
3) p(z) € R|z] di grado dispari

= l’equazione algebrica p(z) = 0 ha soluzione in R



