
Geometria 1 Geometria euclidea/1

E = (E, 〈 · , · 〉) spazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideospazio euclideo
def
⇐⇒ 1) E spazio affine reale di dimensione finita

2) 〈 · , · 〉 prodotto scalare su V spazio dei vettori liberi di E

(cioè V = (V, 〈 · , · 〉) spazio vettoriale euclideo)

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) retta/piano/spazio euclidei = spazi eucludei

con il prod. scalare geom. sullo spazio dei vettori

2) Rn spazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numericospazio euclideo numerico di dim. n

con il prodotto scalare canonico sui vettori

E = (E, 〈 · , · 〉) spazio euclideo

p, q ∈ E 3 |bbbbpq|
def
== ‖bbbdpq‖ lunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmentolunghezza del segmento bbbbpq

p 6= o 6= q ∈ E 3 |gpoq|
def
== | hbbbdop bbbdoq| misura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convessomisura dell’angolo convesso gpoq

d : E ×E M [0,∞) definita d(p, q) = |bbbbpq| per ogni p, q ∈ E
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distanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanzadistanza (metrica) euclidea

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: d soddisfa le seguenti proprietà:

1) d(p, q) = 0 ⇔ p = q ∀ p, q ∈ E

2) d(p, q) = d(q, p) , ∀ p, q ∈ E (simmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetrica)

3) d(p, q) ≤ d(p, r) + d(r, q) , ∀ p, q, r ∈ E (triangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolaretriangolare)

(e vale = se e solo se r sta tra p e q, cioè bbbdpr ↿↾ bbdrq)

4) d(p, q)2 = d(p, r)2+d(r, q)2 ⇔ bbbdpr ⊥ bbdrq (identità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagoricaidentità pitagorica)

E = (E, 〈 · , · 〉) spazio euclideo, L ⊂ E sottospazio affine

3 L = (L, 〈 · , · 〉|DirL×DirL) sottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideosottospazio euclideo

L1 ∦ L2 ⊂ E sottospazi euclidei ortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonaliortogonali (L1 ⊥ L2)
def
⇐⇒ DirL1 ∩ (DirL1 ∩DirL2)

⊥ ⊥ DirL2 ∩ (DirL1 ∩DirL2)
⊥

⇐⇒ DirLi ∩ (DirL1 ∩DirL2)
⊥ ⊥ DirLj , {i, j} = {1, 2}

⇐⇒ DirLi = (DirL1 ∩DirL2)⊕ (DirLi ∩DirLj
⊥) , {i, j} = {1, 2}

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) L1 ∦ L2 ⇒ gli spazi nella definizione entrambi non nulli

2) se DirL1 ∩DirL2 = {0}, allora L1 ⊥ L2 ⇔ DirL1 ⊥ DirL2

3) L1 ⊥ L2 e Li ‖ L
′
i ; L′

1 ⊥ L′
2 (⇒ vale se dim L′

i = dim Li)

4) L1 ‖ L2 e Li ⊥ L′
i ; L′

1 ‖ L′
2 (⇒ vale se Li, L

′
i complem.)

5) L1 ⊥ L2 e Li ⊥ L′
i ; L′

1 ⊥ L′
2 (⇒ vale se Li, L

′
i complem.)
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PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. E spazio euclideo, p ∈ E, L  E sottosp. euclideo, dimL > 1

⇒ ∃! L′ ⊂ E sottosp. euclideo t.c. p ∈ L′ e L′ ⊥ L complem.

3 πL : E M L proiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonaleproiezione ortogonale def. p 7M πL(p) ∈ L ∩ L′

σL : E M E riflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessioneriflessione definita p 7M p+ 2
bbbbbbbbbbbbd
p πL(p)

(L = {p0} 3 σL : E M E definita p 7M p 7M p+ 2 bbbbbdpp0)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. L′ = unico sottosp. eucl. di E t.c. p ∈ L′ e DirL′ = DirL⊥

L1, L2 ⊂ E sottospazi euclidei

3 d(L1, L2)
def
== min{d(p1, p2) | pi ∈ Li}

|
h
L1L2|

def
== min{|hv1v2| | vi ∈ DirLi ∩ (DirL1 ∩DirL2)

⊥ − {0V }}

se tale insieme è non vuoto e 0 altrimenti

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) d(L1, L2) e |
h
L1L2| ben definite (i minimi esistono)

2) d(p, L) = d(p, πL(p)) (πL(p) unico punto a dist. min da p)

3) L1 ‖ L2 ⇒ d(L1, L2) = d(p, L2) ∀ p ∈ L1 se dim L1 ≤ dim L2

4) 0 ≤ |
h
L1L2| ≤ π/2 (u+ v = 0 ⇒ |gvw|+ |guw| = π)

|
h
L1L2| = 0 ⇔ L1 ‖ L2 , |

h
L1L2| = π/2 ⇔ L1 ⊥ L2

Applicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometricheApplicazioni affini isometriche

ϕ : E M F con E,F spazi euclidei su V,W

appl. affine isometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometrica
def
⇐⇒ ϕ∗ : V MW appl. lineare isometrica

⇐⇒ d(ϕ(p), ϕ(q)) = d(p, q) ∀ p, q ∈ E

isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)isometria (affine)
def
⇐⇒ ϕ∗ : V MW isometria lineare

⇐⇒ ϕ isometrica e biiettiva

E 5 F
def
⇐⇒ ∃ϕ : E M F isometria

TTD
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spazi euclidei isomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfi o isometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometrici

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) ϕ : E M F appl. affine isometrica ⇒ ϕ iniettiva

2) ϕ : E M F appl. isom. ⇒ ϕ|L : LM ϕ(L) appl. isom.

3) ϕ : E M F isometria ⇔ ϕ isometrica e dimE = dim F

4) idE : E M E, inclL⊂E : LM E e σL : E M E sono isom.

5) ϕ : E M F e ψ : F M G isom. ⇒ ψ a ϕ : E M G isom.

6) ϕ : E M F isometria ⇒ ∃ϕ−1 : F M E isometria
0TTD

B
B

5 “relazione di equivalenza” tra spazi euclidei



Geometria 1 Geometria euclidea/3

7) ϕ : E M F appl. isom. ⇒ ϕ cons. distanze e angoli (⊥)

cioè: d(ϕ(L1), ϕ(L2)) = d(L1, L2) , ∀L1, L2 ⊂ E

|
h

ϕ(L1)ϕ(L2)| = |
h
L1L2| , ∀L1, L2 ⊂ E

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. E,F spazi euclidei su V,W

∀ p0 ∈ E , ∀ q0 ∈ F , ∀ψ : V MW appl. lineare isometrica

∃!ϕ : E M F appl. affine isometrica t.c. ϕ(p0) = q0 e ϕ∗ = ψ

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. ϕ(p0 + v) = q0 + ψ(v) per ogni v ∈ V

CorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorol. E 5 F ⇔ dimE = dim F

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) isometrie del piano/spazio euclideo = isometrie affini

2) ϕ : Rn M Rm applicazione affine isometrica

⇔ ϕ(x) =M · x+ C con M ∈Mm,nR t.c. M∗ ·M = In

Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)Trasformazioni isometriche (o euclidee)

E spazio euclideo su V

IsoE = {ϕ ∈ AffE | ϕ isometria} ⊂ AffE (sottogr. non norm.)
TTD

B
B
B

gruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometriegruppo delle isometrie di E

Iso+E = {ϕ ∈ IsoE | ϕ cons. orient.} ⊂ IsoE (sottogr. norm.)
TTD

B
B
B

gruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positivegruppo delle isometrie positive di E

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. Φ : IsoE M Iso0 V def. ϕ 7M ϕ∗ omomorfismo di gruppi

tale che Φ| : IsopE 5 Iso0 V ∀ p ∈ E e TraE = kerΦ

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. ϕ ∈ IsoE ⇔ ϕ∗ ∈ Iso0 V

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: p ∈ E 3 IsoE O IsopE ×TraE def. ϕO (ϕp, τv)

con ϕ = τv a ϕp, con ϕp ∈ IsopE e v =
bbbbbbbbbbd
pϕ(p)

(ϕ = τv a ϕp, ψ = τw a ψp ⇒ ψ a ϕ = τψ∗(v)+w a (ψ a ϕ)p)

Similitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affiniSimilitudini affini

E spazio euclideo su V

SimE = {ϕ ∈ AffE | ϕ∗ ∈ Sim0 V } ⊂ AffE (sottogr. non norm.)
TTD

B
B
B

gruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudinigruppo delle similitudini di E
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Sim+E = {ϕ ∈ SimE | ϕ cons. orient.} ⊂ SimE (sottogr. norm.)
TTD

B
B
B

gruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positivegruppo delle similitudini positive di E

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: IsoE ⊂ SimE = 〈DilE ∪ IsoE〉 sottogruppo normale

Riferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonaliRiferimenti ortogonali

E spazio euclideo su V di dimensione n

p0 ∈ E 3 γp0 : E M V isometria affine

p0, p1, . . . , pn ∈ E (affinemente indipendenti) tali che

B = (v1 = bbbbbbdp0p1, . . . , vn = bbbbbbbdp0pn) base ortonormale ordinata di V

3 R = (p0, B) riferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonaleriferimento ortogonale con orgine in p0
3 γR = γB a γp0 : E M Rn isom. euclideo (coordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonalicoordinate ortogonali)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) p0, p
′
0 ∈ E 3 γp′0 a γ

−1
p0

: v 7M v − v0 con v0 =
bbbbbbd
p0p

′
0

2) R = (p0, B) e R′ = (p′0, B
′) riferimenti ortogonali su E

3 γR,R′ = γR′ a γ−1
R : x 7MMB,B′ · x− x0 con x0 = γB′(v0)

TTD
Œ Õ <
<
<

cambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonalicambiamento di coord. ortogonali (MB,B′ ∈ O(n))

3) ϕ : E M F appl. aff. isom., R e S riferim. ortog. su E e F

3 ϕR,S :R
n
M Rm appl. aff. isom. def. ϕR,S = γS a ϕ a γ−1

R

ϕ in coord. ortog. indotte da R e S 0 0  
∂∑H
H
H

4) R′, S′ altri rif. ortog. su E,F 3 ϕR′,S′ = γS,S′ a ϕR,S a γ−1
R,R′

Equazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospaziEquazioni di sottospazi

E spazio euclideo su V di dimensione n

R = (O,B) riferimento ortogonale con origine O ∈ E

3 γR : E M Rn coordinate ortogonali

3 (γR)∗ = γB : V M Rn coordinate lineari ortogonali

L ⊂ E sottospazio euclideo
γR
KM γR(L) ⊂ R

n sottospazio euclideo

L1, L2 ⊂ A sottospazi euclidei ortog. ⇔ γR(L1), γR(L2) ⊂ R
n ortog.

L ⊂ Rn sottospazio euclideo 2 x =M · t+ C 2 A · x = B

3 DirL ⊂ Rn 2 x =M · t 2 A · x = 0

3 DirL⊥ ⊂ Rn 2 x = A∗ · t 2 M∗ · x = 0

L′ ⊂ Rn sottospazio euclideo t.c. x0 ∈ L′ e L′ ⊥ L complementari

2 x = A∗ · t+ x0 2 M∗ · (x− x0) = 0 (M∗ · x =M∗ · x0)
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L1, L2 ⊂ Rn sottospazi euclidei 2 x =Mi · t+ Ci 2 Ai · x = Bi
Li compl.3L1 ⊥L2 ⇔M∗

i ·Mj = 0⇔Ai ·A
∗
j = 0⇔ rg(A∗

i |Mj) = rgA∗
i

Li rette 3 L1 ⊥L2 ⇔ M1 ⊥M2, Li iperpiani 3 L1 ⊥L2 ⇔ A1 ⊥A2

Isometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinateIsometrie in coordinate

E spazio euclideo su V di dimensione n

R = (O,B) riferimento ortogonale con origine O ∈ E

3 IsoE 5 IsoRn isom. def. ϕO ϕR
def
== γR a ϕ a γ−1

R

TTD
Œ Õ <
<
<

ϕ in coord. ortog. indotte da R3 Iso+E 5 Iso+Rn

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) R′ = (O′, B′) altro rif. ortog. 3 ϕR′ = γR,R′ a ϕR a γ−1
R,R′

2) ϕ : Rn M Rn isometria

⇔ y = ϕ(x) =M · x+ C con M ∈ O(n) e C ∈Mn,1R

⇔ ỹ = M̃ · x̃ con x̃ = (1, x), ỹ = (1, y) e M̃ =
(
1
C

0
M

)

3) γR,R′ cambiamento di coordinate ortog. ha questa forma

4) ϕ : Rn M Rn similitudine ⇔

y = ϕ(x) = kM · x+ C con k > 0 , M ∈ O(n) e C ∈Mn,1R

IsoRn 5 E(n)
def
== ({M̃ =

(
1
C

0
M

)
|M ∈ O(n), C ∈Mn,1R}, · )

TTD
B
B
B

gruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideogruppo euclideo di grado n

Iso+Rn 5 E+(n)
def
== ({M̃ =

(
1
C

0
M

)
|M ∈ SO(n), C ∈Mn,1R}, · )

TTD
B
B
B

gruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivogruppo euclideo positivo di grado n

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) E(n) ⊂ GL(n+1,R) (ma E(n) 6⊂ O(n+1,R))

E+(n) ⊂ SL(n+1,R) (ma E+(n) 6⊂ SO(n+1,R))

sottogruppi (non normali)

2) ϕ, ψ ∈ IsoRn, ϕ(x) = y , ψ(y) = z

y =M ·x+C , z = N · y+D 3 z = (N ·M) ·x+(N ·C+D)

ỹ = M̃ · x̃ , z̃ = Ñ · ỹ 3 z̃ = (Ñ · M̃) · x̃

Equivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclideaEquivalenza euclidea

E spazio euclideo, X, Y ⊂ E sottoinsiemi

X 5Iso Y
def
⇐⇒ ∃ϕ ∈ IsoE tale che Y = ϕ(X)

TTD
B
B
B

X e Y isometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalentiisometricamente equivalenti o congruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenticongruenti
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X 5Sim Y
def
⇐⇒ ∃ϕ ∈ SimE tale che Y = ϕ(X)

TTD
B
B
B

X e Y similisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimilisimili

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: X 5Iso Y :⇒ X 5Sim Y :⇒ X 5Aff Y

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) L 5Iso L
′ ⇔ dim L = dim L′, ∀L,L′ ⊂ E sottosp. eucl.

2) X = {p1, . . . , pn} , Y = {q1, . . . , qn} ⊂ E

X 5Iso Y ⇔ ∃π ∈ Σn t.c. d(pi, pj) = d(qπ(i), qπ(j)) ∀ i, j

X 5Sim Y ⇔ ∃π ∈ Σn t.c. |
hpipjpk| = | hqπ(i)qπ(j)qπ(k)| ∀ i, j, k

P proprietà riferita ai sottoinsiemi di uno spazio euclideo E

proprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metricaproprietà metrica
def
⇐⇒ proprietà invariante per isometrie di E

proprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simileproprietà simile
def
⇐⇒ proprietà invariante per similitudini di E

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) P proprietà di X ⊂ E è metrica ⇔ si può esprimere

in termini della struttura euclidea di E (soltanto)

2) P proprietà di X ⊂ E definita in coordinate ortogonali

è metrica ⇔ non dipende dalla scelta del riferim. ortog.

3) propr. affine :⇒ propr. simile :⇒ propr. metrica

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) lunghezze e volumi (non orient.) sono propr. metriche

2) misure angoli e ortogononalità sono proprietà simili

3) X 3 GX = {ϕ ∈ IsoE | ϕ(X) = X} proprietà simile
TTD

B
B
B

gruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetriegruppo delle simmetrie di X

Quadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclideeQuadriche euclidee

E spazio euclideo di dimensione n

Q ,Q′ ⊂ E quadriche con dimQ = dimQ′

3 Q ⊂ L, Q′ ⊂ L′ ipersuperfici quadriche con dimL = dimL′

3 Q ,Q′ ⊂ L ipersuperfici quadriche (a meno di isometrie)

43 basta considerare ipersuperfici quadriche

R = (O,B) riferimento ortogonale con origine O ∈ E

3 γR : E M Rn isometria

Q ⊂ E (ipersuperf.) quadrica
γR
KM γR(Q) (ipersuperf.) quadrica



Geometria 1 Geometria euclidea/7

Q ,Q′ ⊂ E (ipersup.) quadriche, Q 5Iso Q
′ ⇔ γR(Q) 5Iso γR(Q

′)

43 basta considerare ipersuperfici quadriche in Rn

Q ⊂ Rn ipersuperficie quadrica

2
∑n

i,j=1 ai,jxixj +
∑n

i=1 2bixi + c = 0

equazione cartesiana con ai,j , bi, c ∈ R e ai,j non tutti nulli

univocamente determinata a meno di fattore k ∈ R− {0}

2 x∗·A ·x+2B ·x+C = 0 con A ∈M sim
n,nR−{0} , B ∈M1,nR , C ∈ R

2 x̃∗ · Ã · x̃ = 0 con Ã =
(
C
B∗

B
A

)
∈M sim

n+1,n+1R , A ∈M sim
n,nR− {0}

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. spA = {k1, . . . , kn} ⊂ R a meno di fattore k 6= 0,

rgQ , rgQ∞ , sgnQ , sgnQ∞ sono proprietà metriche di Q

({k1, . . . , kn} a meno di k 6= 0 indipend. dalle coord. ortog.)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. x =M · x′ con M ∈ O(n)

⇒ x∗ ·A · x+ 2B · x+ C = 0 3 x′∗ ·A′ · x′+ 2B′ · x′+ C ′= 0

con A′ =M∗ ·A ·M =M−1 ·A ·M (A e A′ equivalenti)

⇒ {k′1, . . . , k
′
n} = {k1, . . . , kn}

x = x′ +D con D ∈Mn,1R

⇒ x∗ ·A · x+ 2B · x+ C = 0 3 x′∗ ·A′ · x′+ 2B′ · x′+ C ′= 0

con A′ = A ⇒ {k′1, . . . , k
′
n} = {k1, . . . , kn}

A′ = k A con k ∈ R− {0} ⇒ k′1 = k k1 , . . . , k
′
n = k kn

rgQ , rgQ∞ , sgnQ , sgnQ∞ prop. affini ⇒ prop. metriche

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. Q ⊂ Rn ipersuperficie quadrica

⇒ ∃R riferimento ortogonale con coordinate x tale che

Q ha equazione canonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonicacanonica x∗ ·A · x+ 2B · x+ C = 0

con ai,j = 0 se i 6= j , ai,i = 0 se i > rgQ∞

bi = 0 se i 6= n ,





bn = 0 e C = 0 se rgQ∞= rgQ

bn = 0 e C = 1 se rgQ∞= rgQ− 1

bn = 1 e C = 0 se rgQ∞= rgQ− 2

univoc. determinata da rgQ , rgQ∞ , sgnQ , sgnQ∞ , spA

a meno di fattore k 6= 0 e permutazione delle xi con

k = 1 se rgQ∞= rgQ− 1 e k = ±1 se rgQ∞= rgQ− 2
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DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. come nel caso affine, con tutti i camb. di coord. isometrici

⇒ {a1,1, . . . , an,n} = spA a meno di fattore k 6= 0

rgQ∞= rgQ− 1 3 k = 1 (determinato da C = 1)

rgQ∞= rgQ− 2 3 k = ±1 (determinato da bn = 1)

3 invQ
def
== {li = −

√
|ai,i|/ai,i (= 0 se ai,i = 0) | i = 1, . . . , n}

TTD
B
B
B

insieme degli invarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metriciinvarianti metrici della quadrica Q

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) invQ definito a meno di fatt. k 6= 0 se rgQ∞= rgQ

definito a meno di fatt. k = ±1 se rgQ∞= rgQ− 2

2) invQ 3 rgQ∞ (= # {li 6= 0} )

sgnQ∞ (= |# {li > 0} −# {li < 0}| )

CorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorol. Q ,Q′ ⊂ Rn ipersuperfici quadriche

Q 5IsoQ
′ ⇔ rgQ = rgQ′ , sgnQ = sgnQ′ , invQ = invQ′

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. Q 5IsoQ
′ ⇔ hanno la stessa equazione canonica

(ai,i = − sgn(li)/l
2
i se li 6= 0)

EsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempio: Q ⊂ R2 conica euclidea

classif. al variare di (rgQ, sgnQ, invQ) con a, b > 0

(3, 3, {−a,−b}) 3 x2/a2 + y2/b2 = −1 (ellissi imm.)

(3, 1, {a, b}) 3 x2/a2 + y2/b2 = 1 (ellissi)

(3, 1, {a,−b}) 3 x2/a2 − y2/b2 = 1 (iperboli)

(3, 1, {a, 0}) 3 x2/a2 − 2y = 0 (parabole)

(2, 2, {−a,−b}) 3 x2/a2 + y2/b2 = 0 (rette incid. imm.)

(2, 2, {−a, 0}) 3 x2/a2 + 1 = 0 (rette parallele imm.)

(2, 0, {a,−b}) 3 x2/a2 − y2/b2 = 0 (rette incidenti)

(2, 0, {a, 0}) 3 x2/a2 − 1 = 0 (rette parallele)

(1, 1, {1, 0}) 3 x2 = 0 (rette coincidenti)

CorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorol. Q ,Q′ ⊂ Rn ipersuperfici quadriche

Q 5SimQ
′ ⇔ rgQ = rgQ′ , sgnQ = sgnQ′ ,

invQ = invQ′ a meno di fatt. k 6= 0

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. Q 5SimQ
′ ⇔ stessa equaz. canonica a meno di dilatazioni
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NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) Q ⊂ Rn 2 x∗ ·A · x+ 2B · x+ C = 0

3 R = (p0, (v1, . . . , vn)) riferim. ortog. canonico per Q

con p0 determinato per induzione su n

(se rgQ = n+ 1 (Q non singolare) allora

p0= p∞= polo di Rn∞ se p∞∈ Rn (centrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentrocentro di Q),

p0 ∈ Q t.c.Hp0 ⊥ p∞ se p∞∈ Rn∞ (verticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticeverticevertice di Q);

se rgQ ≤ n (Q singolare, SingQ 6= ∅) allora

p0 = SingQ se rgQ = n (dim SingQ = 0),

Q 5IsoQ
′ × R se rgQ < n (SingQ ∩ Rn∞ 6= ∅))

{v1, . . . , vn} = base orton. di autovet. di x 7M A · x

2) Q ⊂ Rn 2 x∗ ·A · x+ 2B · x+ C = 0

p
Ã
(t) 3 rgQ e sgnQ (teorema di Cartesio)

pA(t) = 0 3 {k1, . . . , kn} autovalori di x 7M A · x

3 {a1,1, . . . , an,n} = k {k1, . . . , kn}

con k =

{
ρ
A,Ã

se rgQ∞= rgQ− 1

±
√

|ρ
A,Ã

| se rgQ∞= rgQ− 2

ρ
A,Ã

=
coeff. di tn−rgQ∞ in pA(t)

coeff. di tn+1−rgQ in p
Ã
(t)

3 equazione canonica di Q (senza riferim. canonico)

3) Q ⊂ Rn 2 x∗ ·A · x+ 2B · x+ C = 0

Q′ ⊂ Rn 2 x∗ ·A′ · x+ 2B′ · x+ C ′ = 0

Q 5Iso Q
′ ⇔ rgQ = rgQ′ , sgnQ = sgnQ′

∃ k 6= 0 tale che pA′(k t) = kn pA(t)

k =

{
ρ
A′,Ã′/ρA,Ã se rgQ∞= rgQ− 1

±
√

|ρ
A′,Ã′/ρA,Ã| se rgQ∞= rgQ− 2

Q 5SimQ
′ ⇔ rgQ = rgQ′ , sgnQ = sgnQ′,

∃ k 6= 0 tale che pA′(k t) = kn pA(t)


