Geometria 1 Geometria euclidea /1

E = (F,(-,-)) spazio euclideo
&4 1) E spazio affine reale di dimensione finita

2) (-,-) prodotto scalare su V spazio dei vettori liberi di F
(cioe V= (V,(-,-)) spazio vettoriale euclideo)

Esempi: 1) retta/piano/spazio euclidei = spazi eucludei
con il prod. scalare geom. sullo spazio der vettori
2) R™ spazio euclideo numerico di dim. n

con il prodotto scalare canonico sui vettori
E = (F,(-,-)) spazio euclideo

— def
p.q € E ~ |pq|
p#o0#q€E ~ |pog|
d: ExFE —[0,00) definita d(p,q) = |pqg| per ogni p,q € £

pq|| lunghezza del segmento pg
i g g

—/>\—) . 9 —
lop 0g| misura dell’angolo convesso poq

\_ distanza (metrica) euclidea

Nota: d soddisfa le sequenti proprieta:
1) d(p,q) =0 p=gq Vpq€EL
2) d(p,q) = d(q,p), Vp,q € E (simmetrica)
3) d(p,q) < d(p,r)+d(r,q), Vp,q,v € E (triangolare)
(e vale = se e solo se r sta tra p e ¢, cioe pr | 7q)
L) d(p,q)*=d(p,7)*+d(r,q)* & pr L rq (identitd pitagorica)

E = (F,(-,-)) spazio euclideo, L C E sottospazio affine
~ L = (L,{(-,")|DirL x Dir 1) 80ttospazio euclideo

Ly }t Ly C E sottospazi euclidei ortogonali (Ly L Lo)
&% Dir Ly N (Dir Ly N Dir Ly)L L Dir Ly N (Dir Ly N Dir Ly)+
< DirL; N (Dir Ly N Dir Ly)*+ L Dir L;, {i,5} = {1,2}

— D%T’LZ — (D%T’L1 M D%T’Lg) D (D%T’LZ M D’ifT‘LjJ_) . {’L,j} - {1, 2}

Note: 1) Ly }f Ly = gli spazi nella definizione entrambi non nulli
2) se Dir L1 NDir Ly = {0}, allora Ly 1L Ly < Dir Ly L Dir Ly
3) L1 L Ly e L; | L; # L) L L (= vale se dim L, = dim L;)
4) Ly || Ly e Ly L L+ L || L, (= vale se L;, L, complem.)
5) Ly L Ly e L; L L) = L} L L (= vale se L;, L, complem.)
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Prop. E spazio euclideo, p € E/, L & E sottosp. euclideo, dim L > 1
= d! L' C F sottosp. euclideo t.c. p€ L' e L' 1. L complem.
~ 71+ B — L proiezione ortogonale def. p — 7w (p) € LN L’

or : E— FE riflessione definita p — p + 2pwr(p)
(L ={po} ~ or : E— E definita p— p+— p+ 2ppg)
Dim. L' = unico sottosp. eucl. di E t.c. p€ L' e DirL’ =Dir L+

L, L, CFE sottospazi euclidei

~ d(Ll,Lg) W{d(p1, p2) | pi € Ly}
, € Dir L; N (Dir Ly N Dir Ly)* — {0y }}
se tale 1nsieme ¢ non vuoto e 0 altrimenti

Note: 1) d(Ly,Ls) e \LTZQ\ ben definite (i minimi esistono)

2) d(p, L) =d(p,7(p)) (mr(p) unico punto a dist. min da p)
3) Ly | Ly = d(L1,Ly) = d(p,Ls) Vp € Ly se dim Ly < dim Ly
4) 0 < \L LQ\ <7/2 (u—l—v—O = \vw|+|uw| = )

Ap_plicaziom affint isometriche

p: E— F con E,F spazi euclidet su V, W
appl. affine 1isometrica PLEN Vs V. — W appl. lineare isometrica

== dle(p).e(e) =dp.q) Vp.g € E
isometria (affine) & wx V. — W isometria lineare

< @ 1sometrica e birettiva

Ex~p &4

C spazi euclidetl isomorfi o 1sometrict

Jp: E— F isometria

Note: 1) ¢ : E — F appl. affine isometrica = ¢ iniettiva
2) ¢ B — F appl. isom. = ¢ : L — ¢(L) appl. isom.
3) ¢ : E — F isometria < ¢ isometrica e dim F = dim F
Wg: E— FE, melycg: L - F eor: EF— E sono isom.
o:F—Fevy:F—Gisom. = Yop: FEF— G isom.
0 : E — F isometria = o~ ! : F — E isometria

S Ot =

)
)
)
L,

“relazione di equivalenza” tra spazi euclided
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T) ¢ : E— F appl. isom. = ¢ cons. distanze e angoli (L)
cioe: d(yp (Ll) ©(Ls)) = d(Ll,Lg), VLi,Ly, CFE
p(Li)¢(La)| = |LiLs|, VL1, Ly C E

Prop. E, F spazi euclider su V, W
Vpoe B, Vqgoe F', VY :V — W appl. lineare isometrica
Ny : E— F appl. affine isometrica t.c. ¢(pg) = qo € @x = ¢

Dim. @(po +v) = qo + ¥ (v) per ogni v € V
Corol. F = F & dim EF = dim F

Note: 1) isometrie del piano/spazio euclideo = isometrie affini
2) ¢ : R" — R™ applicazione affine isometrica
< plz)=M-2+C con M € My, ,R t.c. M*-M =1,

Trasformazioni isometriche (o euclidee)

E spazio euclideo su V

[so E = {p € Aff E | p isometria} C Aff £ (sottogr. non morm.)
gruppo delle isometrie di F

Iso"E = {p €Iso E | ¢ cons. orient.} C Iso E (sottogr. norm.)
gruppo delle isometrie positive di E

Prop. & : Iso E — Isog V def. ¢ — p, omomorfismo di gruppi
tale che @ :Isop, E=1Is0qV Vpe E e Tra E = ker ®

Dim. p € Iso F & ¢, € IsogV

Nota: pe E ~ Iso E < Isop, E X Tra E def. ¢ < (¢, Ty)
COM Y = Ty © Pp, CON Yp € ISOpE e v=pp(p)

(90:7_’0°30p7¢—7_w wp:>¢ Y = T ( W Sp)p)

Similituding affini

E spazio euclideo su V

SImE ={pecAff E| p. € SimyV} C Aff E (sottogr. non norm.)
gruppo delle stmilitudiny di F
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SimTE = {p € SimE | ¢ cons. orient.} C Sim E (sottogr. norm.)
gruppo delle stmilitudini positive di E

Nota: Iso F C Sim F = (Dil E U Iso E) sottogruppo normale

Riferimenti ortogonaly

E spazio euclideo su V' di dimensione n

po € B~ v, : £ — V isometria affine
Doy P1s---,Pn € F (affinemente indipendenti) tali che
B = (vi = popi,---,Un = PoPn) base ortonormale ordinata di V

~ R = (py, B) riferimento ortogonale con orgine in py
~ YR =YB ° VYp, : 2 — R” isom. euclideo (coordinate ortogonali)

_—

Note: 1) po,py € E ~ Vo) °7p_01 LU U — g CON Uy = PPy
2) R= (py,B) e R' = (py, B') riferimenti ortogonali su E
~ YRR =R VR T Mp g x—x con zg = yp(vp)
cambiamento di coord. ortogonali (Mp g € O(n))

3) ¢ : E— F appl. aff. isom., R e S riferim. ortog. su E e F
~ pr.s:R" — R™ appl. aff. isom. def. op.s =vs5° e ’y;zl
@ in coord. ortog. indotte da R e S
4) R',S" altri rif. ortog. su E, F ~ @pig/ = Vs.5' ° PR.S ° ’yé}R,

Equazioniy di sottospazi

E spazio euclideo su V' di dimensione n

R = (O, B) riferimento ortogonale con origine O € £

~ vr : FF— R" coordinate ortogomali

~ (Yr)x = v : V — R"™ coordinate lineari ortogonali

L C E sottospazio euclideo LN vr(L) C R™ sottospazio euclideo
Ly, Ly C A sottospazi euclidei ortog. < yr(L1),Yr(L2) C R™ ortog.
L C R™ sottospazio euclideo >z =M -t +C «~» A-x =B

~ DirLCR" v x=M-t« A-2=0

~DirLT CR® vz =A%t «» M* 2z =0

L’ C R" sottospazio euclideo t.c. xg € L' e L' L. L complementari
corx=A"t+xzy o M* (x—20) =0 (M*x=M*"x)
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Ly, Ly C R™ sottospazi euclidet «~» x = M; -t + C; «~ A; -z = B;
Li compl.~ Ly L Loy M- M; =06 A;-A; = 0 rg(A7|M;) = vg A]
L; rette ~ Ly 1 Ly & M 1L My, L; iperpiant ~ L; 1 Ly & Ay L Ay

Isometrie in coordinate

E spazio euclideo su V' di dimensione n

R = (O, B) riferimento ortogonale con origine O € £

~> Iso = Iso R"™ isom. def. ¢ < pp Ll YR © ofy;zl

~ Iso"E = Iso" R"” C © 1 coord. ortog. indotte da R

Note: 1) R' = (O’,B") altro rif. ortog. ~ ¢r/ = Yr.r' ° ¥R °’Y§,1R/
2) ¢ : R" — R" isometria
sy=p@)=M-v4+C con M € O(n) e C € M, 1R
@@/:M:f con T = (1,1‘), y = (179) eM: (%)

3) vr.r’ cambiamento di coordinate ortog. ha questa forma
4) ¢ : R" = R” similitudine <
y=¢x)=kM-24+C conk>0,M e O(n) e Ce M, R

[soR™ = E(n) 4 ({M = (%) | M € O(n),C e M, 1R}, -)

L gruppo euclideo di grado n
Iso™ R" = ET(n) def ({M = (é ]\04) | M € SO(n),C € M, 1R}, -)

L gruppo_euclideo positivo di grado n
Note: 1) E(n) C GL(n+1,R) (ma E(n) ¢ O(n+1,R))
E*(n) C SL(n+1,R) (ma ET(n) ¢ SO(n+1,R))
sottogruppi (non mormali)

2) o, €Iso R, p(x) =y, ¥(y) =2
y=M-z+C,z=N- y+D«f>z—(NM) r+ (N-C+D)
J=M-Z,=N-§ ~ 2=(N-M)-%

Equwalenza euclidea

E spazio euclideo, X,Y C E sottoinsiemi

~.Y & Jp € Iso E tale che Y = ¢p(X)

U X e Y isometricamente equivalenti o congruenti
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~ Y S < Jp € SimF tale che Y = p(X)

LX e Y stmalt
Nota: X =, Y == X =g, Y == X Z,5Y

Esempi: 1) L =, L' < dim L =dim L', VL, L' C E sottosp. eucl.

2) _{pla"'vpn} Y_{Q17-"7Qn}CE
~WY & dre X, t.c. d(pz,p]) — d(qﬂ() (j)) Vz,j

—SmmYﬁ dm e E t.c. ‘pzpjpk| ‘QTF’L Ir () k)‘ VZ7]7k

P proprieta riferita ai sottoinsiemi di uno spazio euclideo E
. N . def . < . . . . .
proprieta metrica <= proprieta invariante per isometrie di E

S ... d D . 4
proprieta simile PLEN proprieta imnvariante per stmalitudinig div E

Note: 1) P proprieta di X C E € metrica < si pud esprimere
in termini della struttura euclidea di E (soltanto)
2) P proprieta di X C E definita in coordinate ortogonali
e metrica < non dipende dalla scelta del rifertm. ortog.
3) propr. affine <= = propr. simile < = propr. metrica

Esempi: 1) lunghezze e volumi (non orient.) sono propr. metriche
2) misure angoli e ortogononalita sono proprieta simili
3) X ~Gx ={pe€lsoE | p(X)= X} proprieta simile
gruppo delle stimmetrie di X

Quadriche euclidee

E spazio euclideo di dimensione n

Q,Q" C E quadriche con dim @ = dim Q’

~ Q C L, Q' C L ipersuperfici quadriche con dim L = dim L’
~ @ ,Q" C L ipersuperfici quadriche (a meno di isometrie)

~~ basta considerare tpersuperfici quadriche

R = (O, B) riferimento ortogonale con origine O € £
~ vr : E— R" isometria

Q) C E (ipersuperf.) quadrica LN Yr(Q) (ipersuperf.) quadrica
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Q 9 Q, C E (ipe”r‘sup.) quadﬂche, Q gIso Q/ ~ ’YR(Q) gIso WR(Q/)

~~» basta considerare tpersuperfici quadriche in R"

@ C R" ipersuperficie quadrica

oo Dy Ty + Y 2w+ e =0
equazione cartesiana con a; j,b;,c € R e a; ; non tutty nully
univocamente determinata a meno di fattore kK € R — {0}

ot A-x+2B-2+C=0con Ae MJ""R—{0},Be M ,R,CeR

o T A-F=0 con A= (g*ﬁ) e M3 R, A€ MR — {0}
Prop. spA ={ky,...,k,} CR a meno di fattore k # 0,
g @, 79 Qoo , sgN Q) , sgn Qo somno proprieta metriche di )
({k1,...,kn} a meno di k # 0 indipend. dalle coord. ortog.)
Dim. =M -2’ con M € O(n)
= A-x+2B-2+C =0 ~ 2/ A - 2’+2B -2’4+ C"=0
con A\ =M*A- M=M"1A-M (Ae A equivalenti)
= {k,... k.} ={k,... kn}
r=a"+4+D con De M, R
=g A 2+2B-2+C=0 ~ 2% A -2/+2B - 2/'+C'=0
con A" =A = {k},....k.} ={k1,..., kn}
A =kAcomkeR—-{0} =kl =kky, ...,k =kk,
rg Q.79 Qs , sgn Q) , sgn Qo prop. affint = prop. metriche

Prop. @ C R" persuperficie quadrica
= 3 R riferimento ortogonale con coordinate = tale che
() ha equazione canonica z*-A-z+2B-2+C =0

cona;; =0sei#7,a,;=0set>r9Qx
b, =0e C =0 se rgQsc=19Q
b=0sei#*n,<b,=0eC=1se rqQo=19Q — 1
b, =1e(C =0se rgQ=190Q — 2
univoc. determinata da rg @, 19 Qoo , SN Q , sgn Qs , sp A
a meno di fattore k # 0 e permutazione delle x; con
Ek=1sergQoc=719gQ —1 ek==x1sergQo=190Q — 2
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Dim. come nel caso affine, con tutti 1 camb. di coord. 1sometrici
= {a11,...,ann} =sp A a meno di fattore k # 0
TQs=19Q — 1 ~ k=1 (determinato da C' = 1)
TgQoo=19Q — 2 ~ k = +1 (determinato da b, = 1)

{lz = —\/\aiyi\/aiyi (I 0 se Qg5 = O) ‘ZI 1,...,72}

msiteme degli invartantt metriciy della quadrica )

def

~> v Q)

Note: 1) inv @ definito a meno di fatt. £ # 0 se rg Qoo = 79 Q
definito @ meno di fatt. £k = +1 se rgQc =19 Q) — 2

2) v Q ~ 19 Qe (= #{l; # 0})
sgn Qoo (= [# {l; > 0} — # {l; < 0}])
Corol. @,Q" C R™ ipersuperfict quadriche
~o@ & rgQ =rgQ, sgn@Q = sgnQ’, inv Q = inv Q’
Dim. @ =, Q' < hanno la stessa equazione canonica

(a;; = —sgn(l;) /17 se l; #0)

Esempio: Q C R? conica euclidea

classif. al variare di (rg @, sgn @, inv @) con a,b > 0
(3,3,{—a,—b}) ~ z*/a* + y*/b* = —1 (ellissi imm.)
(3,1,{a,b}) ~ z*/a* + y*/b* = 1 (ellissi)

(3,1,{a,—b}) ~ x*/a* — y*/b* = 1 (iperboli)
(3,1,{a,0}) ~ z*/a* — 2y = 0 (parabole)
(2,2,{—a,—b}) ~ x*/a* + y*/b* = 0 (rette incid. imm.)
(2,2,{—a,0}) ~ 2*/a* + 1 = 0 (rette parallele imm.)
(2,0,{a, —b}) ~ x*/a* — y*/b* = 0 (rette incidenti)
(2,0,{a,0}) ~ 2*/a* — 1 = 0 (vette parallele)
(1,1,{1,0}) ~ 2* = 0 (rette coincidenti)

Corol. @,Q" C R™ ipersuperfict quadriche

Q@ Z5in Q" & 1gQ =1gQ’, sgnQ = sgn Q'
v @ = inv @ a meno di fatt. k £ 0

Dim. Q =g, Q' & stessa equaz. canonica a meno di dilatazioni
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Note: 1)) QCR"«wz* A2 +2B-2+C =0
~ R = (po, (v1,...,v,)) riferim. ortog. canonico per @
con po determinato per induzione su n
(se rg@Q =n+ 1 (Q mon singolare) allora
Do = Doo = polo di R se po, € R™ (centro di Q),
Po € Q t.c. Hy, L poo s€ poo € R (vertice di Q);
se rgQ < n (Q singolare, SingQ # @) allora
po = Sing @ se rg@Q =n (dim Sing@Q = 0),
>~ Q' X R sergQ <n (Sing@Q NRY # 2))
{v{,...,v,} = base orton. di autovet. di z+— A - x
2) QCR"«wzx* Az +2B-24+C =0
pi(t) ~ rgQ e sgn @ (teorema di Cartesio)
pa(t) =0 ~ {ky,..., kp} autovalori di z+— A -z
~ a1,y annt = k{kl, ... kn}
o k= {23 26 190 10
o] 56 19 Qo= 19Q — 2
~coeff. di t"TT9CQ% in pu (1)
Paa = coeff. di tnT1=m9Q in p ;(¢)
~ equazione canonica di @ (senza riferim. canonico)
3)QCR"«wz*A-z+2B-24+C =0
Q CR*"«wz* A -2+2B - 2+C"=0
S Q' & rgQ =1 Q" sgn Q = sgn Q'
dk # 0 tale che pas(kt) = k™ pal(t)
= {upltan e 100 =@
i\/‘pA,ﬂg,/pA?g‘ s€ T Qoo =1g Q) — 2
Z5im @' = TgQ =19 Q" sgn @ = sgn Q’,
dk # 0 tale che pa/(kt) = k" pa(t)




