Geometria 1 Calcolo lineare /1

Spazi vettoriali numerict e matrici

K" ={(z1,...,2n) | x; e K} ~ (21,...,2 S e

n) =
K™ ={(y1,-- - ym) | yj €K} ~ (y1,...,yn) = Z] 1 Y5€5
@ : K" — K™ appl. lineare ~» (y1,...,yn) = p(T1,...,Tn)

n
- E :ai,jxj
g=1

Y1 = @111 + ...+ a1 nTn

Ym = Qm 1T1 + ... + A nTn
Y1 ai1 ... Q1n X1
ym am’]_ e o o am,n ajn

La= (ai ;)= 7" matrice m x n su K

Note: 1) = e y vettori colonna (= matrici con una sola colonna)
2) A= (Ay ... Ay,) con A; = p(e;) (i-esima colonna di A)
(matrice m x n < m colonne in K" < n righe in K™)

def

M, K (A = ()= 11 U Matrice m x nosu K} = K™
C spazio vettoriale delle matrict m x n su K
con operazioni definite per componenti

Nota: ¢ — M(¢) = A ~ Hom(K",K™) = M,, ,K
End K" = M, K

M; K x My, nK — M,; ,KK prodotto righe per colonne
definito (A, B) — C =A-B con C = (cix = Y. aijbj k)f 11 7

p € Hom(K', K™), ¢ € Hom(K™,K") = M (4o ) = M(¢) - M(¢p)

Note: 1) A-(B-C) = (A-B)-C per ogni A, B,C componibili
2) in generale A- B # B - A (anche se entrambe definite)
3) (A+B)-C=A-C+B-C,(cA)-B=c(A-B)
A- (B+C)=A-B+A-C,A-(¢B)=c(A-B)
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I, = M(idgn) = (5”)1:113 € M, ,K matrice identita

tale che I, - A=A = A1, per ogni A € M,,, ,K

A e M, »,K matrice invertibile &y esiste (unica) A~ e M, ,K
tale che A- A 1 =1, =A4"1. 4

({A € M, |Ainvert.}, - ) gruppo lineare generale

def

GL(n,K)

Note: 1) o — M(p) ~ Aut K" = GL(n,K) isomorfismo di gruppi
2) ¢ : K" = K™ ¢(v;) = w; con {vyg,...,v,} base di K"
= M(p) = (wy ... wp) - (v1 ... v,)" ' € M, K
3) B= (v1,...,v,) € B = (v],...,v) basi ord. di K"
= Mp.p ~=M(vpp) = (v1 ... 00) - (V) ... 0)""
A — (ai,j)j:me c Mm,nK

1=1,....m
j=1,....m
1=1,...,n

~ A* = (a;j = a;;) e M, »K matrice trasposta di A

: . . d
A € M, ,K matrice stimmetrica Adoqr = 4
. .. . d
matrice antisiimmetrica (:ef> A= —A

Note: 1) A — A* isomorfismo M, ,K — M, , K (A* = A)
2) (A-B)* = B*- A" per ogni A, B componibili

)

)

3) A € M, K invertibile & A* invertibile, (A*)~1 = (A71)*
L) MWK, MWK C M, K sottospazi vettoriali
5) My oK = MWK @ MK se car K # 2
Prop. A€ M, K, A= M(p) = A* = M(p")
Dim. ¢*(e})i = ¢*(ef)(e:) = €] (p(ei)) = ple); = aj; = af
Ae My, ,K ~ rango di A
def
rg A

max numero righe di A lin. indipendenti in K”

max numero colonne di A lin. indipendenti in K™

max ordine di B C A sottomatrice quadrata invertibile

Note: 1) A € M, ,K invertibile < rg A =n
2) rg(A- B) <min{rg A,rg B} per ogni A, B componibili
rg(A- B) =rgA se B invertibile, = rg B se A invertibile
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3) rgA =k < 3B C A quadrata invertibile di ordine k
e AC C A quadrata invertibile di ordine k + 1
(~ metodo degli orlati per il calcolo di rg A)

Operazioni elementari sulle righe di A € M, ,K
(A7) (A7) ()

A= A" | ~E(i,c)- A= | cA* | con E(i,c) = | ce;

\Asm) ey ../
/f‘f\ [ A ()

A=| A" | ~F(i,j) - A= [A"+ A7 | con F(i,j) = |e; + €

\Azm) W e )

Note: 1) rg A non cambia se ¢ £ 0 e i # j
2) operazioni derivate: A ~ A" +c Al e A' — A
(A~ E(j,c!) - F(i,j) - E(j,c)- A con c# 0
Ao Fi,g)- By ~1)-F(j,i)- B, —1) - F(i, j) - B(j, ~1)- A)
3) operazioni elementari sulle colonne definite moltiplicando
a destra per le matrici E(i,c)* = E(i,¢), F(i,7)* = F(j,1)

Metodo di eliminazione di Gauss

A e M, ,K matrice non nulla
~pr=a45,70cona; =0Vi>1Vj5<yg
operazioni elementart ~ ¢ =1, a;;, =0 Vi>1

~ Py =02, 7 0,...,pr = ar ., 7 0, finché a; ; =0 Vi >k
l:ji—i—l,...,n)

(iterando il primo passo sulle sottomatrici (an,;);, % ")

~» A matrice a gradini superiore
def . .
< dp1 =a1,5,#0,...,pr = akj, # 0 (pivot di A)
te. i <...<jrea;=0sej<j;ot>k
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Prop. A € M,, ,K = rgA = numero dei pivot di A

Dim. A matrice a gradini = A', ..., A¥ righe lin. indipendenti

A e M, ,K matrice a gradini invertibile
=pr=a11#0,....,00p =@nn #0
a;; = 0 se ¢ > j (matrice triangolare superiore)
~ a;; =0 se i # j (matrice diagonale) ~ A = I, (elim. inversa)

Nota: metodo di elimin. di Gauss ~ invertibilita di A € M, ,K
(A invertibile < prodotto di matrici elementari invertibili)
eliminazione diretta e inversa ~» A~ ((A|I,) ~ (I,|A™1))

Determainanti

A e M, ,K (matrice quadrata di ordine n)

~ det A ~L Zaexnsgn(a) A1 o(1) " An,om) €K

- determinante di A

Esempi: 1) n=1~ A= (a11), det A =aq,
2) n=2~ detA= 1,102 2 — A1 249 1
3) n =3 ~ regola di Sarrus

Note: 1) det A* = det A (CL1,J(1) o lpo(n) = Qe—1(1),1 """ CLO-—l(n),n)
2) det A & multilineare rispetto alle righe e alle colonne
(mentre non c’e relazione tra det(A + B) e det A, det B)
3) det A e alternante (antisimm.) rispetto a righe e colonne
(cambia segno scambiando tra loro due righe o colonne)
}) det A =0 se una rTiga o colonna e combin. lin. delle altre

(caso speciale: A" = A7 = detA= > ...+ Y ... =0)
o(i)<o(j) o(i)>a(j)
5) A triangolare sup. = det A =a11---an, (detl, =1)

6) C = (é E) matrice a blocchi = det C' = det Adet B

Lemma. 1) det(FE(i,c) - A) = det E(i,c) det A =c det A
2) det(F(i,7) - A) =det F'(i,j) det A = det A

Dim. seque dalle note 2 e 3
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Prop. A € M, ,K invertibile < det A # 0
e in tal caso det(A™1) = (det A)~!

Dim. A non invertible = rg A <n = det A =0 (nota 4)

A invertibile = lemma applicato a (A|I,) ~ (I,|A™1)
Prop. (Teorema di Binet)

A, Be M, ,K = det(A-B) =det A detB

Dim. A non invertibile = A - B non invert. ~» 0 = 0 (prop. prec.)
A invertibile = lemma applicato a (A~ B) ~ (I,|A- B)

Prop. (Teorema di Laplace)
Ae M, K= detA=>" a;;A;; (sviluppo risp.riga i)
det A=>"",a;;A;; (sviluppo risp. colonna j)

con A; ; = (—1)""7 det(A senza la riga i e la colonna 7)
complemento _algebrico di a; ;

Dim. basta considerare gli sviluppi per righe (det A = det A*)

det A =370 37— @ig 590(0) TTiss Qo (k)
= Z;-L:l Wij D res. (—1)*77 sgn(r) Hk;;éz' Ak, 7 (k)
Corol. A" = (@ = Aji/ det A)iZ 7
Dim. Z?Zl a; ;@ = 2?21 a; ;A ;) det A = §;
Sistemi lineari
AeM,.K, Be M, K
~ A-x = B sistema lineare con m equazioni in in n incognite

(z = (x1,...,2,)" vettore colonna delle incognite)

Note: 1) A-x = 0 sistema lineare omogeneo

ammette sempre la soluzione nulla x = 0

2) {sol. A-x =0} =Ker(p:z+— A-z) CK" sottosp. vett.
rgA =k = dim{sol. A-x =0} =n—Fk
quindi la soluzione nulla x = 0 e Vunica < rg A =n

3) A-x = B ammette soluzioni <& B e Im(p:x— A-x)
in tal caso: {sol. A-z = B} < {sol. A-z =0}
(o7 H(B) = ker o + o (laterale) con zg t.c. p(zg) = B)
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Teorema di Rouché-Capellt

A-x = B sistema lineare con m equazioni e n incognite
ammette soluzioni < rg A =rg(A4, B) (=n — dim{soluzioni})

Dim. rgA =1rg(A,B) & Be (Ay,....,A,) & Belm(p:z— A-x)

Risoluzione di A-xz = B (I metodo)
1) riduzione a gradini (eliminazione di Gauss su (A, B))

2) se si ottiene un’equazione 0z + ...+ 0x, =b con b # 0
allora il sistema A -x = B nmon ammette soluzioni
3) altrimenti st riduce A-x = B alle equazioni dei pivot (prime k)
J)) A-x =B~ C-2'=B—D-z" con:
C triang. sup. invertibile di ordine k
' = (xj,,...,2;, ) incognite dei pivot
2" = altre incognite = n — k vartabili “libere”
5) ' = E+ F-x" (eliminazione inversa di Gauss su (C,B,—D))

Risoluzione di A-z = B (II metodo)
1) C C A quad. invert. di ordine kK =rg A (metodo orlati con det.)

2) verifica che rg(A, B) = k (metodo degli orlati con determinanti)

3 A-x =B~ C-2' =B—D-x" con:
' = (zj,,...,x;, ) incognite delle colonne di C

2" = altre incognite = n — k variabili “libere”

5) 2/ =C~ 1. (B-D-2") (C7! calcolata con i determinanti)
— b Aj
det A

j=1

)
3) riduzione di A-x = B alle equazioni contenenti le righe di C
)

Nota: A-xz =B, A invert. ~ x; = (regola_di Cramer)

Forme bilineart stimmetriche

V' spazio vettoriale su K, dimV =n < oo
B base ord. di V ~ BilV = M, ,K isomorfismo definito
B M(Bp) con Bp(z,y) =" M(BB) -y
(B = (v1,..-,00) ~ M(BB)i; = B(vi,v;5))
B’ altra base ord. di V ~ M(Bp/) = (nglB,)* - M (Bg) -Mg}B,
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Note: 1) g € BilV (anti)simm. < 3B t.c. M (Bg) mat. (anti)simm.
< M (Bp) matrice (anti)simm. per ogni base ord. B
2) A, A" € M,, ,K matrici congruenti
&b 3m e GL(n,K) tale che A" = M*-A- M
<= A, A" rappr. stessa forma bilin. risp. a basi diverse

BeBilV ~ rgp rg M (Bg) (=rgM(Bp/))

rango della forma bilineare [

def

B € BilV diagonalizzabile
& 3B = {v1,...,v,} base di V t.c. B(vi,v5) =0 Vi)
< dB = (v1,...,v,) t.c. M(8p) = Diag(ky,...,kn)
(matrice diagonale con k; = B(v;,v;) Vi=1,...,n)

Nota: 8 € BilV diagonalizzabile = 8 simmetrica

Prop. V spazio vettoriale su K, dimV =n < oo, carK # 2
B € BilV simmetrica = 8 diagonalizzabile

Dim. per induzione su n > 1 (n =1 banale)
B #0 = dv; # 0 tale che B(vy,v1) # 0
~ n(vy) 1 v — B(vy,v) appl. lineare non nulla
~ U = Kern(vy) C V sottosp. vett. con dimU =n —1
~ {va,...,vn} base di U t.c. B(vi,vj) =0 Vi #j
= {v1,...,vn} base di V t.c. B(vi,vj) =0 Vi #j

Note: 1) metodo di eliminazione simultanea (righe e colonne):
matrice sitimmetrica ~ matrice congruente diagonale

(A~ E(i,c) - A-E(i,c)* e A~ F(i,j)-A-F(i,5)%)

/
2) elim. simult. (Ii) ~> (%) con B base diagonalizzante

Teorema di Sylvester
V' spazio vett. reale, dimV =n < oo, f € BilV simm.
= 3{v1,...,v,} base di V t.c. B(v;,v;) = 0 per ogni @ # 7,
Bvi,v;)) =1se1<p, B(v;,v;,) = —1sep<i<rgp,
con rg(5) e pos(p) i p univoc. determinati da 3
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Dim. {wy,...,wy} base di V t.c. B(w;, w;) = 0 per ogni i # j

~ vy, ..., U0} con v = wi/\/\ﬁ(wi,wi)] se B(w;,w;) # 0
e v; = w; altrimenti, base opportunamente rinumerata

~ V+ — <’Ul,...,’Up>,V_ — <vp+17°°'7vﬁ“gﬁ>7v0 — <UT9B—|—17"°7vn>
te. V=V VoV, dmV,=p, dim(V_pVy) =n—p
B(v,v) >0VoveVy,—{0}, B(v,v) <0 VveV_adV

pr=dimV] con V=V @V @V derivata da {v,...,v,}

=p =p @@ >p=>VN(V_@Vy) # {0} ~ assurdo)

Prop. V spazio vett. complesso, dimV =n < oo, € BilV simm.
= 3{v1,...,v,} base di V t.c. B(v;,v;) = 0 per ogni @ # 7,
B(v;,v;) =1 per ogni i = 1,...,rg S
Dim. {wq,...,w,} base di V t.c. B(w;,w;) = 0 per ogni ¢ # j
~ vy, .., 00 con vy = wz/\/ﬁ(wz,wz) se B(w;,w;) # 0

Corol. A, A" € M?Y™R congruenti < rg A =rg A’ e pos A = pos A’

,n

A, A" € MC congruenti < rg A = rg A’

,n

Operatori linear:y e determinanti

V' spazio vettoriale su K, dimV =n < oo
B base ord. di V ~ EndV = M, ,K isom. definito ¢ «— M (¢p)

B’ altra base ord. di V ~ M(pp/) = MB,B/-M(QQB)-ML;}B,
Nota: A, A" € M,, ,K matrici equivalenti
& IM e GL(n,K) tale che A’ =M -A- M~}
<= A, A" rappr. stesso operatore lin. risp. a basi diverse

€ EndV ~ detp == det M(pp) (= det M(pp/))
L determinante dell’operatore lineare ¢

Nota: 1) det(¢p o @) = det(g) det(y)) per ogni p, 9 € EndV
2) p€ AutV & detp # 0 e in tal caso det ™! = (det )~}
3) det: AutV — (K — {0}, - ) omomorfismo di gruppi
~ SL(n,K) == {M € M, K |det M = 1} C GL(n,K)
gruppo lineare speciale (= ker det = sottogr. morm.)
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Orientazioni di spazi vettoriali realt

V' spazio vettoriale su R, dimV =n < oo

B, B’ basi ordinate di V' equiorientate AL et vB,B > 0
def

~» due orientazioni su V classt di basi equiorientate

@ € AutV conserva le orientazioni L det w >0

< p(B) e B sono equiorient. per ogni base ord. B di V

AutT vV =L {o € AutV | ¢ cons. le orient.} C AutV sottogr. morm.
in particolare: GLT(n,R) = {M € M,, ,R |det M > 0} C GL(n,R)
Note: 1) (vy,...,v,) base ord. positiva di R” < det(vy,...,v,) >0
2) R C C"+ R*"* ~» GL(n,R) ¢ GL(n,C) c GL™(2n,R)
3) V = spazio dei vettori liberi del piano, ¢ € EndV
= det o = £Area(p(vy),(vy))/Area(vy,vy)
per ogni v, vy € V linearmente indipendenti
4) V = spazio dei vettori liberi dello spazio, ¢ € EndV
= det ¢ = £Volume(p(vy), p(v2), p(vs))/Volume(vy, ve, v3)
per ogni vi,vs,v3 € V linearmente indipendenti

Autovalort e autovettori

0 € EndV, V spazio vettoriale su K
U C V sottospazio invariante per ¢ & e(U)CcU
v € V autovettore per ¢ LN #0e p(v)=kvconkek
autovalore per ¢ associato a v
k € K autovalore per ¢ ~ Vi, ={veV |pv) =kv}CV
k-autospazio per ¢

Note: 1) gli Vi sono sottospazi indipendenti e invarianti per ¢
2) v €V autovett. per ¢ < (v) CV sottosp. invar. per ¢

3) ¢ : V=V def. p(v) = kv (dilatazione di fatt. k € K)
~ V =V (unico autosp.) e ogni sottosp. e invariante

0 € EndV, V spazio vettoriale su K, dimV =n < oo
~ p,(t) = det(p — tidy) € K[t] polinomio caratteristico di ¢

Nota: p,(t) = det(M(pp) —t1,) con base B di V = grp,(t) =n
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Prop. o € EndV, V spazio vettoriale su K, dimV =n < oo
k € K autovalore per ¢ < k soluzione dell’equaz. p,(t) = 0

Dim. k autovalore < esiste v # 0 tale che p(v) = kv
& (M(pp) —kI,) -z =0 ammette soluz. # 0 < p,(k) =0

k autovalore di ¢ € EndV, dimV =n < oo
def

~ gk == molteplicita di & come soluz. dell’equaz. p(t) =0
(= max esponente m tale che (t — k)™ divide p(t))
~> fhgeok 2 dim Vi <n (= max numero di k-autovett. lin. indip.)

Prop. 1 < pigeok < ptagk < n per ogni autovalore k di ¢
Dim. per induzione su dimV =n >1 (n =1 banale)
w(vy) = kv, con vy #0 ~ B = (v1,09,...,0,) base ord. di V
~ M(pp) = (]8 Z) = pu(t) = —(t —k)py(t), conyp : U —=U
definita da U = (va,...,v,) e Y(v) =7y n(p(v)) Yoe U
= pbok < pbok+1 < ph k+1=pf k

Corol. 0 <>, fgeok < D 1 faigh < n

¢ € EndV triangolarizzabile
& 3p = {v1,.., v} base di V toe. p(vi) = 300 a;iv;
<= dB = (vy,...,v,) t.c. M(pp) triangolare superiore

dragonalizzabile
& 3B — {vi,...,0,} base di V t.c. p(v;) = k;v;
< 3dB = (v1,...,v,) t.c. M(pp) = Diag(ky,..., k)

Note: 1) triangolariz. di operatori # riduzione a forma
triangolare com i1l metodo di eliminazione di Gauss
2) diagonaliz. di operatori # diagonaliz. forme bilineari

Prop. o € EndV , V spazio vettoriale su K, dimV =n < oo
1) ¢ triangolarizzabile < ), pagk =n (k = autoval. di ¢)
(cioe py(t) = 0 ha n soluz. in K)
2) ¢ diagonalizzabile < ), fgeok =N (= fgeok = faghk VE)
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Dim. 1) A triang. sup. = p,(t) = [[I_(aii —t) = D) pagk =n
< per induzione su dimV =n>1 (n =1 banale)
Y dimostr. preced. ~ >, ,ufflgk = pHgk—1=n-1
= 1 triangolarizzabile = ¢ triangolarizzabile
2) ¢ diagonalizzabile <& V = @V & > ) ligeck =1

Corol. ¢ € EndV , V spazio vettoriale su K, dimV =n < oo
dki,...,k, € K autovalori distinti per ¢ = ¢ diagonaliz.

Dim. plagki =1 = pgeoki =1 = Z?’:l Ugeoki =1

Esempi: 1) o, : R* — R* (riflessione rispetto all’asse x)
~ autoval. = £1, sottosp. inv. Vi = (ez) e Vo1 = (ey)
diagonalizzabile (figeo(1) = pfgeo(—1) = 1)
2) nyn i R* — R* (scorrimento parallelo all’asse x)
~ autoval. = 1, sottosp. inv. V; = (e,)
triang. ma non diagonal. (fgeo(1) =1, pag(l) = 2)
3) pa : R* — R* (rotazione di angolo « # 0, )
~> 39 autovettore/autovalore, 39 sottosp. inv. non ban.
non triangolarizzabile (su R, ma diagonaliz. su C)

Note: ogni endomorf. ¢ e triangolariz. su C (teor. fond. algebra),
ma non necessariamente diagonalizzabile (per es. 1,1);
1B base ord. t.c. M(pp) e in forma canonica di Jordan,

cioe una matrice diagonale a blocchi con blocchi del tipo

k1 0 ... 0 0
(o k1 ... 0 o\
0 0 k ... 0 0
0 0 0 ... k 1
\0 0 0 .. 0 k)

univoc. determ. a meno dell’ordine (K = autoval. di @)



