Geometria 1 Geometria analitica /1

Rette nel piano euclideo
{x=x0+)\t {v:()\,,u)#(0,0) vettore t.c. v || r
N>
y = yo + pt Py = (zo,90) punto di r

A equazione parametrica (con parametro t)

n = (a,b) # (0,0) vettore t.c. n L r

by =

\ equazione cartesiana (a,b,c a meno di fattore k # 0)

equaz. param. <~ forma esplicita «~ equaz. cartesiana
rNr’ « sistema + eventuale eliminazione parametri

Condizione di parallelismo (in senso debole)
r||r e vl|v sesistek£E0tc. N=kdep =kpe A/ =Np
S n|n & esiste k£A#0t.c.a’ =kaeld =kb< ab =db

Condizione di perpendicolarita
rlrevld e 0d)y=0c AN 4+pup =0
snln s nn)y=0sad +bb =0

Angolo (convesso) tra due rette (orientate)
rr’ = vv' = arccos((AN + pp')// (A* + p?) (N2 + w'?))
nn' = arccos((aa’ + bb')/+/(a* + b*)(a’* + b))

Distanza punto-retta (con segno dipendente da n)

d(P,r) = (n/|nl|, [PyP]) = (axp + byp — ¢)/Va* + 1?

Note: 1) Asse di PP, = {P € piano t.c. d(P,P;) =d(P, P,)}
o 2(zy — x1)x + 2(y2 — Y1)y = o +y{ — 23— Y3
2) Bisettrice di 77y (rette orientate) <~ Py =1 N1y,

v =vi/|vi| +va/llvall, 0= ny/||ng || + 12/l ns|
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Circonferenze mnel piano euclideo

T =x9+ 71 cost C' = (x9,yo) centro
Y
Yy =19yo+ 1 st r > 0 raggro

A equazione parametrica (con parametro t)

C = (—a/2,—b/2)
r=/(a®+b%)/4 —c

k equazione cartesiana (con ¢ < (a* + b*)/4)

x2+y2+a;c+by+c=()</\f>{

Note: 1) a,b,c sono univocamente determinati
2) circonferenza passante per tre punti non allineati
(passaggio per un punto < condizione lineare in a, b, c)

Intersezione circonferenza-retta « sistema di 2° grado
~ retta secante (A > 0), tangente (A = 0), esterna (A < 0)

Nota: la condizione di tangenza e di 2° grado nei coefficienti
(rette/circonferenze tangenti a circonferenze /rette date)

Trasformazioni geometriche del piano

Traslazioni v = (Vg,vy) ~> Ty =4

Yy =yt uy

{a:’:x+vx

Rotazioni intorno all’origine

x = 1rcost {7“: Vx4 y?

(r,9) coordinate polari ~» {

x
y = rsmi ¥ = £ arccos
r=r ' = xcosa—ysinao
Pa = / ~ / :
YV =19+« Yy = xsina+ ycosa

Riflessioni rispetto agli assi coordinati

{x’z—a: {x’:x
O, = o, =
ColY =y oY =y
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Nota: le trasformaziont 7, pa, 0y conv eV e 0 < a <27
generano il gruppo Iso delle isometrie del piano

 =kx
Yy =ky

Dilatazioni con centro 1’origine dp = {

Nota: le trasformaziont 7, pn, 0y, 0 conv eV, 0 < a <27
e k> 0 generano il gruppo Stm delle similitudini del prano

2 = kyx
Riscalature degli assi coordinati O, .k, = { , ’
Y = kyy

Scorrimenti paralleli agly assi coordinati

{x’z:c {x’::c+hy
Nx h = Ty, h =
y =y+hx y' =y

Nota: le trasformaziont 7, po, 0y, 01k, Ny cON v €V, 0 < a <27
e k> 0 generano il gruppo Aff delle affinita del piano

Cambiamenti di coordinate del piano

(z,y) coordinate cartesiane determinate da (O,U,,U,)
(7",y") coordinate cartesiane determinate da (O',U,,U,)
~ 1 P P unica affinita t.c. (0,U,,Uy) = (O,U,,U,)
~ f:(xp,yp) — (xp/,yp:) espressione di ¢ in coord. (x,y)

«»{@szﬂfﬂv
(2" y") = [ (2, y)

A formule di cambiamento delle coordinate

(xp,yp) = (T, Yps)

Coniche nel ptano euclideo

Curve piane del 2° ordine «~ equazionti di 2° grado in x,y

Esempi: 1) circonferenze « x° +y* +ax + by +c=0
2) rUr’ «» (ax+by—c)(dz+by—)=0
3) 2°+y* =0« {(0,0)}, 2°+y°+1=0++> 2
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Ellissi = luoghi deti punti del piano per cui e costante
la somma delle distanze da due punti (fuochi)

Fi = (—¢0), Fy = (c,0),d(P,Fy) +d(P, Fy) = 2a (con a >c > 0)
~ z*/a* + y*/b* = 1 (equazione canonica con b* = a* — c*)

Note: 1) ellissi sono limitate (nel rettangolo [—a,a] x [—b,b])
2) a,b (lunghezze semiassi) invarianti per isometrie
a/b, e =c/a <1 (eccentricita) invarianti per similitudini
a="b(c =e=0)« F| =F, <« circonferenza
3) ~ classificazione delle ellissi (affine, simile, euclidea)

Iperboli = luoghi der punti del piano per cui € costante
la differenza delle distanze da due punti (fuochi)

Fi = (—¢0), Fy = (¢,0), |[d(P, Fy) —d(P, F5)| = 2a (con 0 < a < c)
~ x*/a* —y*/b* = 1 (equazione canonica con b* = c* — a*)

Note: 1) iperboli illimitate e non contenute in un semipiano
asintoti z°/a* — y*/b* = (x/a + y/b)(x/a —y/b) = 0
= non affinemente equivalenti alle ellissi
2) a (semi-distanza vertici) e b invarianti per isometrie
a/b, e =c/a > 1 (eccentricita) invarianti per similitudini
3) ~ classificazione delle iperboli (affine, simile, euclidea)

Parabole = luoghi dei punty del piano per cui sono uguali le

distanze da un punto (fuoco) e una retta (direttrice)

F=(0),r:x=—c,d(P,F)=d(P,r) (con ¢>0)
~ y* = sex (equazione canonica)

Note: 1) parabole illimitate, ma contenute in semipiani
= non affinem. equiv. alle ellisst e alle iperboli
2) ¢ (semi-distanza tra F' e r) invariante per isometrie
3) ~ classificazione delle parabole (affine, simile, euclidea)
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Intersezione conica-retta «~ sistema di 2° grado
~ retta secante (A > 0), tangente (A = 0), esterna (A < 0)
(la condizione di tangenza € di 2° grado mei coefficienti)

Note: 1) coniche come sezioni piane di coni/cilindri circolari
2) significato geom. dell’eccentricita (e = 1 per la parabola)
e = (distanza da un fuoco)/(distanza da una direttrice)
d(P,F)=ed(P,r) con F = (c,0) er:x=—c/e per e # 0
3) esistono altre curve piane del 2° ordine?

Piani nello spazio euclideo

r =X+ )\1?51 + )\th
Y = Yo + pits + paty -

{vi = (Ni, iy Vi) teee v || moe v Jfog
z = zg+ vty + ol

PO — (33‘07:(/0,250) punto di

A equazione parametrica (con parametri tq,ts)

n = (a,b,c) # (0,0,0) vettore t.c. n L &

b =d
arToyTes <Jv){d:awoﬂbeo-FCZO7P():(x(),y(),zo)EW

\ equaz. cart. (a,b,c,d a meno di fattore k # 0)

) v1,Uy ~n =1 X Vg (N < orientazione di )

) semispazi uscenti da ™« ax + by +czsd

3) equaz. param. «- forma esplicita <~ equaz. cartesiana
) mN @« sistema + eventuale eliminazione parametri
= @ se w || 7', ptano se m = 7', retta altrimenti)

Condizione di parallelismo (in senso debole)
|| e n|n < esiste k£A0t.c.a’ =ka, b =kbed =kc

Condizione di perpendicolarita
rlaenlns hn)=0sad +bb +cd =0

Angolo (convesso) tra due piani (orientati)
' = nn' = arccos((aa’ +bb +cc’)/\/(a®+ b+ c*)(a’? + b* + )
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Distanza punto-piano (con segno dipendente da n)
d(P,7) = (n/|n||, [PyP]) = (axp + byp + czp — d)/Va* + b* + >

Rette nello spazio euclideo

= At
ronr v=(Agmv) £ (0,0,0) te. v || 7
Yy =1yo+ pt <= _ :
Py = (x0, Y0, 20) punto di r
z=2zy+ vt

A equazione parametrica (con parametro t)

{ala: + by +ciz =d4 {nz = (aj,b;i,c;) t.c. ny Lreng lfng
N>
asx + boy + oz = dy c; = a;xo + bizo + cizo, (%0, Y0, 20) €T

- equaz. cart. (a;, b;,c;,d; a meno di fatt. k; # 0)

) N1, Mo~V =Nq X No

) s, Cr semirette uscenti da Py <~ t < 0

3) equaz. param. «- forma esplicita <~ equaz. cartesiana
) rNr’ «w sistema + eventuale eliminazione parametri
(= @ se r,r’ sghembe (= mon complanari) o parallele)

Condizioni di parallelismo (in senso debole)
r||r e vV s esiste k£E0tec. NM=kX ' =kpev =kv
ri|v evln e (vun)=0sdA+bu+dv=0

Condizioni di perpendicolarita (in senso debole)
rlrevld e Wr)=0 AN +up’ +v/ =0
rla sov|n <esistek#A0tc.d =kXN bV =kpecd=~kv

Sfere nello spazio euclideo

T = X9+ 1 costycosty
Y=Y+ 1 sty costy < {
2 = zo+1r sty

C' = (xg,Y0,20) centro
r > 0 raggro

A equazione parametrica (con parametri tq,ts)
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C=(—a/2,-b/2,—c/2)
r= @+ 0+ ) Jh—d
k equazione cartesiana (con d < (a® + b* + ¢*)/4)

x2+y2+z2+ax+by—l—cz+d:()</\f>{

Note: 1) a,b,c,d sono univocamente determinati
2) sfera passante per quattro punti non complanari
(passaggio per un punto <« condiz. lineare in a,b, ¢, d)

Intersezione sfera-retta <~ sistema di 2° grado
~> retta secante (A > 0), tangente (A = 0), esterna (A < 0)

Intersezione sfera-piano <~ sistema di 2° grado
~ piano secante (circonferenza), tangente (punto), esterno ()

Nota: le condizioni di tangenza sono di 2° grado nei coefficienti
(rette-piani/sfere tangenti a sfere/rette-piani dati)

Trasformazioni geometriche dello spazio

=z + v,

Traslazioni v = (Vg, Uy, v;) ~ Ty = ¢ Y =y + vy

2= Z+ U,

Rotazioni intorno agli assi

xr=rcost?d (r=/x*+ y>

(r,9, z) coord. cilindriche ~ ¢ y =rsind < ¥ = 4 arccos - -
x
zZ=2z zZ =2z Ty
(1! =r 2 = xcosa—ysinao
_ 19/_19 ! .
Pza = { =Vt o~ Y =rsina -+ yCcosw
= 2=z
(' =x ' = zsina + x cosa
_ r_ - _ r_
Pra =13 Y =ycosa—zsina pya=1Yy =y
L2 =ysina + zcosa 7= zcosa — xsina
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Nota: le rotazioni py r/9 € po.o con 0 < a < 27 generano
le rotazioni intorno a tutte le rette per 'origine
-1 —1
(Py,0 = Py m/o® Pza® Pem/2 s Pro = Pzm/2 ° Py,a ® Py /o
(x = rcosvcosp
(r,9,p) coord. sferiche ~» ¢ y = rsindcosyp

(2 =TS

(T:\/QZ‘Q—FyQ—I—ZQ

¥ = + arccos(z/\/x* + y*)

| = arcsin(z/\/z* + y* + 2%)

N\

_ —1 —1
Pretta(d,0),ac = Pz,9 ° Py o ° Px,a ® Py,p ° pz,ﬁ)

Riflessioni rispetto ai piani coordinati

/ / /

x
/

Yy
= —2

SR SRS
I

x T

_ r_ _ _ _

o=y =y oy={y=-y o.=
2 =2z Z

Nota: le trasformazioni 7y, pg x/2, Pz,a,02 con v € Ve 0 <a <27
generano il gruppo Iso delle isometrie dello spazio

¥ =kux
Dilatazioni con centro Vorigine 0 = < v = kv
7 =kz

Nota: le trasf. 7y, pp.x/2,Pz,0,020k conv eV, 0 <a<2m e k>0
generano il gruppo Sim delle similitudini dello spazio

' =k.x
Riscalature degli assi coordinati O, k, .k, = § ¥ = kyy
2 =k,z
Scorrimenti paralleli ai prani coordinati
= ¥ =x+yv, ¥ =x+ zv,
New =Y =y+T0, NYyo= Y =Yy New = Y =Y+ 20,
2 =z4+zxv, 2 =z+yv, 2=z
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Nota: le trasf. 7o, pr.x/2: P20 025 01,1,k Ny (k,n) CON UV EV , 0 < a <27
e k,h > 0 generano il gruppo Aff delle affinita dello spazio

Cambiamenti di coordinate dello spazio

(x,y,2) coordinate cartesiane determinate da (O,U,,U,,U,)
(7",y',2") coordinate cartesiane determinate da (O',U,,U,,U)
~ o1 P— P unica affinita t.c. ¢(0,U,,U,,U,) = (0,U,,U,,U])
~ f:(xp,yp,zp) — (xp/,ypr, zpr) espres. di ¢ in coord. (z,y, z)
- {(w,y,Z) = f(2',y', %)
(2, y',2") = [ (2,9, 2)

A formule di cambiamento delle coordinate

(xPag/Pva) — (x/P’?yED’?Z;D’)

Quadriche nello spazio euclideo

Superficy del 2° ordine <~ equaziont di 2° grado in x,y, 2

Esempi: 1) sfere «~ 2* +9y* +2° +ax +by+cz+d=0

2y rUn’ «» (ax+by+cz—d)(dz+by+dz—d)=0

3) cilindri su coniche = superfici generate dalle rette
uscenti da una conica contenuta in un piano parallele
a una direzione trasversale al piano (z* £ y* = 1)

}) coni su coniche = superfici generate dalle rette
uscenti da una conica contenuta in un piano e
passanti per un punto esterno al piano (31:2 + y2 = 22)

Ellissoidi = superfici generate ruotando un’ellisse intorno a

un suo asse e riscalando in una direziome ortogomale

x*/a* + y*/b* = 1 ellisse nel piano xz,y
rotazione intorno all’asse x ~ x*/a* + y*/b* + 2*/b* = 1
riscalatura ~ z*/a* + y*/b* + 2*/c* = 1

Iperboloidi = superficy generate ruotando un’iperbole intorno a

un suo asse e riscalando in una direzione ortogonale



Geometria 1 Geometria analitica /10

x*/a* — y*/b* = 1 iperbole nel piano x,y
rotazione intorno all’asse x ~ x*/a* — y*/b* — 2*/b* = 1
riscalatura ~ x°/a* — y*/b* — 2*/c* = 1 (iperboloide ellittico)

x*/a* — y*/b* = 1 iperbole nel piano x,y
rotazione intorno all’asse y ~ x*/a* — y*/b* + 2*/a* = 1
riscalatura ~ z*/a* — y*/b* + z*/c* = 1 (iperboloide iperbolico)

Paraboloidi = superfict generate traslando una parabola in modo

che il suo vertice scorra lungo un’altra parabola com
asse parallelo e contenuta in un prano ortogonale

z = ax” parabola nel piano z,z , z = by* parabola nel piano y, z
traslazione ~ z = az® + by* (parab. ellittico /iperbolico se ab < 0)

Intersezione quadrica-retta < sistema di 2° grado
~> retta secante (A > 0), tangente (A = 0), esterna (A < 0)

Intersezione quadrica-piano <« sistema di 2° grado
~ piano secante (conica), tangente (punto/rette), esterno ()
(le quadriche iperboliche sono “rigate” = gemerate da rette)

Note: 1) problema della classificazione delle quadriche
2) esistono altre superfici del 2° ordine?



