Geometria 1 Geometria affine /1

V' spazio vettoriale su K (in particolare K = R, C)

A= (A4, AxA—V:(p,q) — pq) spazio affine su V
JLEN 1) per ogni p € A e v € V esiste unico g € A tale che pg = v

cioe v, : A — V definita v,(¢) = pg € biunivoca Vp € A
2) pq + qr = pr per ogni p,q,r € A (identita di Charles)
p,q €A~ (p,q) € A% vettore appl. in p ~» pg € V vettore libero
dim A ~4
(dim A = 1 « retta affine, dim A = 2 «- piano affine)

dim V' dimensione di A come spazio affine

A spazio affine reale, complesso &K = R, C

Note: 1) A spazio affine = pp =0y e qgp = —pq, Vp,q € A

pq =78 < pr=gqs, Vp,qr,seA
2) Ax A—V:(p,q) — pqg struttura_affine
«~ azione semplicemente transitiva di (V,+) su A
T, : A — A definita 7,(p) =p+v ad g se v = pq
U traslazione associata al vettore eV
~> et A— A definita 0. (p) i q se cq = kcp
dilatazione di centro ¢ € A e fattore k € K

Esempi: 1) retta/piano/spazio euclidei = spazi affini reali
(V ={[PQ] | PQ wvett. appl.} spazio dei vettori liberi)
2) V= (V,(v,w) — vw = w —v) spazio affine su V

A"(K) L gn spazio affine numerico di dim. n su K

L C A sottospazio affine
& Dip I, = {pq | p,q € L} CV sottospazio vettoriale
sottospazio darettore o giacitura di L

e L spazio affine su Dir L (restrizione struttura affine di V)
< dpe Lt.c.{pq|qe€ L} CV sottospazio vett. (= DirL Vp € L)
iperpiano affine PLEN codim 4 L I dimA—dim L =1

Note: 1) A spazio affine su V, pe A, U C V sottospazio vett.
~L={qeA|pgeU}={p+u|lueU}CA
unico sottospazio affine per p con DirL =U
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2) Ly C Ly C A sottospazi affini = Dir Ly C Dir Ly
= dim Ly < dim Ly (e vale = se e solo se Ly = Ly)
3) Ly, Ly C A sottospazi affini t.c. Ly N Ly # & =
LyN Ly C A sottosp. affine, Dir(Ly N Ly) = Dir Ly N Dir Ly

Esempi: 1) punti/rette/piani C retta/piano/spazio euclideo
2) sottospazi affini di V = laterali dei sottospazi vett.di V
(Dir(U +wv) = U per ogni U C V sottosp. vett. e v € V)
3) L C A™(K) sottospazio affine di dimensione k
s L={rec AMK)|A-x=B} con Ae M,_;,K,
rgA=n—k, BEK"*(DirL={zcK"|A-z=0})
S L={z=M-t+C|teK*} con M € M, ;K,
vgM =k, C € K® (DirL ={x =M -t|tecKF})

S C A sottoinsieme # & ~ (S5), . sottospazio affine generato da S
def
(s

piu piccolo sottospazio affine di A contenente S

intersezione di tutti 1 sottospazi affint di A contenenti S
sottosp. affine t.c. S C (5),, e Dir(S),, = ({pq|p,q € S})

Note: 1) po € S = Dir(S),; = ({pop | p € 5}) (P¢ = Pod — Pop)
= (S)y = {Po +a@1popi + ...+ anpopn | a; € K,p; € S,n > 0}
2) S CV spazio affine su se stesso
= (Shy=1{avi+...+apvy | Y jai=1,v; € S,;n > 1} & (S)

Prop. A spazio affine, L, Ly C A sottospazi affint t.c. L1 N Ly # &
d’Lm<L1 U LQ>Aﬁ = dm L{ + dim Ly — dem(Ll M LQ)
relazione di Grassmann affine

Dim. Li N Ly 75 I = D’LT‘<L1 U LQ>Aﬁ = Dir L1+ Dar Loy

L, Ly, C A sottospazi affini

paralleli (Lq || Lo) & DirL; C DirL;, (= L;NL; =@ o L; C L;)
incidenti < LiNLy# @ e Ly, Ly non paralleli (cioe L; & L;)
trasversali <= LiNLy# @ e DirLi +DirLy =V
complementari &, LiNLy# 3 e DirLi®DirLy =V

sghembt PLEN LiNLy, =9 e L, Ly non paralleli
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Note: 1) parallelismo ~» equiv. tra sottospazi della stessa dim.
2) Ly retta, |Ly N Lol > 1 = Ly C Ly (3! retta per due punti)
3) Ly, Ly trasversali < Ly N Ly # @ e (L U Lg}Aﬂ = A

4) Ly, Ly complementari < Ly N Ly = {p} e (L; U LQ>Aﬂ = A

Prop. A spazio affine, p € A, L C A sottospazio affine
= A L/ C A sottosp. aff. t.c. pe L', L' || L e dim L' = dim L

Dim. L' = unico sottospazio affine di At.c. p€ L' e Dir L’ = Dir L

Teorema di Talete
A spazio affine, Ly, Ly, H, H', H" C A sottospazi affint
t.c. Ly e Ly complementari rispetto ad H || H" || H”
LinH ={pi}, LiNH ={p;}, Li N H" = {pi'}
pip{ = kpip) con k € K = paply = kpap

Dim. posstamo assumere

1) pr =ps =p (Lo ~ Ly — p1ps)
2) Ly, Ly rette distinte e H, H', H"” iperpiani distinti

(L1~ <pap,1>Aﬁ:a Ly ~ <p7p/27pg>Aﬁ7 A~ (HU L1>Afj
H H H" Li,L, C A+ Grassmann = dim Ly = 1)
8) A piano e H, H', H" C. A rette (A~ (Ly ULQ> )

= ppi = kipp; e pipy = 0pip, (con ki = k)
/! 1]

= ko pply — ki pp = ppl) — ppll = PPy = €p\plh, = Copl — Lpph
= ky =0 =k =k (pp} e pp, linearmente indip.)

Nota: nel piano vale anche il viceversa (criterio di parallelismo)

Teorema di Desargues

A spazio affine, L = (p,q),;, L' = (p', ). L" = (p".q"),;
rette distinte tali che L || L' ||L”" o LNL'NL" #+# &,

s D g 1y @ g A0 D 14 0 g = (0o D)l (s @ g

/.1

Dim. L | L' | L = qf =pp A ¢q" =00 = ¢’ =pp”
LNL'NL" ={py} = poQ—kpop poq’ = kpop’, poq” = kpop”
= q¢" = kpp" = (p,p NS RUATN




Geometria 1 Geometria affine /4

A spazio affine reale (cioe V spazio vettoriale su R)
H C A iperpiano, v € V — Dir H
“ ptav|peH,a>0}

~ semispazio o(H,v)

p,q € A ~ segmento pg == pg={p+api|0<a<1}

C C A convesso <= pq C C per ogni p,q € C
S C A~ (5), involuero convesso di S

C
on def

piu piccolo convesso di A contenente S
— intersez. di tutti 1 convessi di A contenenti S

Note: 1) H C A iperpiano ~ 2 semispazi opposti uscenti da H
(p,qg € A— H mello stesso semispazio < pgN H = &)
2) p,qg € A = pqg = qp convesso = pq = (D, q)q,.

3) sottospazi sono convessi = ()., C (5),, per ogni S C A

Con

Esempi: 1) p punto € r retta ~ 2 semirette C r uscenti da p
r retta C m prano ~ 2 semaipiani C 7w uscenti da r
2) V spazio affine su se stesso =
vw={av+bw|a+b=1,a>0,b> 0}
(S)eon=ta1v1 +...+apvy| Y ,a:=1,0;>0,v; € S,n>1}
3) H={zxecA"(R) | >, a;jxz; = b} iperpiano di A™(R)
~op ={r e A"R) | >, a;x; 2 b} semispazi da H

Applicazioni affini

w:A— B con A, B spazi affini su V., W spazi vettoriali su K

applicazione affine & 5 0y V. — W applicazione lineare
tale che ¢.(pg) = ¢(p)e(q) Vp,g € A

- cioe o(q) = @(p) + ¢«(pg) Vp.g € A
1somorfismo affine PLEN Vs 1s0Morfismo

A~pB &L Jp: A — B isomorfismo affine
L spazt affiny tsomorfi

Note: 1) ¢ determina univocamente @, = Y, (p) ° @ © fyp_l Vpe A
(0 (D7) = 2(P)2(q) = Vo) (0(0) = Vo) (0 (2 (D))
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Prop.

2) i € iniettiva/suriettiva/invertibile

& @ e iniettiva/suriettiva/invertibile
3)ida: A— A e cost: A— A sono applicazioni affini
J) p: A= Bey:B—C affini = Yoyp: A— C affine
5) ¢ : A — B isom. affine = o1 : B — A isom. affine
L >~ “relazione di equivalenza” tra spazi affint

A, B spazt affint su V, W spazi vettorialy su K
Vpo €A, Vqyo€ B, Vy:V — W appl. lineare
Ny : A— B appl. affine t.c. ¢(po) =qo € px =Y

Dim. ¢ = v,," ooy, = 9(p) = qo + ¢(pop) per ogni p € A

= p(q) = ¢p(p) + ¥(pq) Yp,q € A = ¢ appl. affine e @, =1

Corol. A= B < dim A = dim B (spazi affini sullo stesso K)

Note:

Prop.

Dim.

Note:

1) affinita del piano/spazio euclideo = isomorfismi affini
2) ¢ : V. — W applic. affine (V, W spazi affini su se stessi)
& (V) = e (V) +wy con @, V — W lineare, wy = ¢(0)
3) p: A"(K) — A™(K) applicazione affine
s px)=M-2+C con M € M, ,K e Ce A™K)

v : A — B applicazione affine

1) A" C A sottosp. affine = B’ = p(A") C B sottosp. affine
2) B’ C B sottosp. affine = A" = o~ 1(B’) C A sottosp. affine
~ @ : A" — B’ applicazione affine

1) Dir A’ sottosp. vett. = Dir B’ = p,.(Dir A’) sottosp. vett.
2) Dir B’ sottosp. vett. = Dir A’ = o} (Dir B’) sottosp. vett.

1) ¢: A— B appl. affine = ¢ conserva il parallelismo
cioe: Ay || Ay CA = o(41) || ¢(Ay) C B
By || BoCB = o \(B) || ¢\ (By) C A
2) ¢ : A— B appl. affine tra spazi affini reali

= ¢(pq) = ¢(p)e(q) per ogni p,q € A
C' C A convesso = ¢(C) convesso
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Trasformaziont affint

A spazio affine su V' spazio vettoriale su K

AfT A i {p: A— Al g isomorfismo affine}, o)
gruppo _delle affinita di A
TraA =X ({r,: A= A|veV}, o) = (V,+)
L gruppo delle traslazioni di A
Dil4 =2 (pe AffA| (L) || L, VL C A sottosp. affine}, o)
gruppo_delle dilatazioni di A
peA~ Aff,A = {pc AffA|p(p) =p} C AfjA
Dil, A =X {o € DilA | ¢(p) = p} C DilA
Note: 1) Tra A C Dil A C Aff A sottogruppi normali
(p € Tra < p, =idy, p € DIl & @, 1 v— ko)
2) Aff, A C Aff A e Dil, A C Dil A sottogr. non normali
(v =pg = T, (AfS, Ayt = Aff, A, 7,(Dil, A)r,;t=Dil, A)
3) p e DIlA & (L) || L per ogni retta L C A
peDil,As =0, con ke K—{0}
4) DIlA = Tra AU (U, Dil, A)
(¢ #ida ~ po € A t.c. 9(po) # po ~ L = (po, (Po) )y
o(L) = L ~ ¢, : L — L traslazione/dilatazione di L
= =T, con v = pop(py) 0 ¢ =06pr con p € L)

Prop. & : AffA — AuwtV def. ¢ — p, omomorfismo di gruppi
tale che @ : Aff, A= AutV Vpe A e TraA =ker®

Dim. Vi € AutV Ilp e AffA t.c. o(p) =p e px =9
=17, €TraAd & po(p) =qp(q) =vVp,gc A
< pg = o(p)e(q) Vp,g € A & p € ker

Note: 1) pe A ~ Aff A — Aff, A x Tra A definita ¢ < (¢p, 7)
con @ =T, 00y, v =pp(p), pp =17, o Aff, A
2) Y = Ty ° Pp, ¢:Tw°¢p = ¢°¢:T¢*(v)+w°(¢ogp)p
(in generale Ty, (v)4w = Tw ° Tep, (v) 7 Tw ° To = Totw)
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3) V spazio affine su se stesso = Aff,V = AutV
~ AffV — Aut V' x Tra 'V def. ¢ < (¥«, Tw(0))

~ P e P = Ty (4(0) o (1o )y

A spazio affine reale (cioé V' spazio vettoriale su R)

AffTA = {p € Aff | p. € AutTV} C Aff A sottogr. normale

gruppo delle affinita che conservano le orientaziont

( )
Nota: Tra C AffTA, mentre DilA C AffTA < dim A & pari

Riferimenti affini

A spazio affine su V' spazio vettoriale su K
Do, - - - Pn € A affinemente indipendenti

DL N T PoP1s- -, PoPn Wnearmente indipendenti in V

— dim(po,- . pahg =7 (Dir(po, -, pulyg = (B0Ps - - -, B0P))
— pi ¢ <p07---7p7;—1,pz'+1,---,pn>Aﬁ, Vi=0,....,n

Nota: pg,...,pn € A affinemente indipendenti = n < dim A
(pos, - - - ,pn>Afj unico sottosp. aff. n-dim. contenente pg, ..., p,

Esempi: 1) po,p1 affinemente indipendenti < distinti

<p0,p1>Aﬁ = retta affine passante per py e pi
2) po,p1,pe affinemente indipendenti < mon allineati
(PosP1,pa)yy = Plano affine passante per po,pi e pa

(Do, D1,D2)c,, = triangolo pg,pi,ps (solo per K = R)
3) po,P1, P2, p3 affinemente indipend. < mon complanari

Prop. A, B spazi affint su V. W spazi vett. su K, dimA =n < oo
Vpo,...,pn € A affinemente indip. Vqq,...,q, € B
Ay : A — B applicazione affine t.c. ¢(p;) = ¢;

Dim. po,-..,pn € A affinem. indip. = {popi,---,PoPn} base di V
~ unica ¥ 1 V. — W lineare t.c. ¥(popi) = qoq; Vi=1,...n
~ unica @ : A — B t.c. o(po) =qo e px =Y
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Nota: ¢ suriettiva < (qo, .. ., Qn>Aﬁ =B
© miettiva < qq, ..., q, affinemente indip. in B
© tsomorfismo affine < valgono entrambe

A spazio affine su V di dimensione n < oo su K

po €A~ v, 0 A — V isomorfismo affine
D0, P1s---5Pn € A affinemente indipendenti
~ B = (vy = popi,---,Un = DoPrn) base ordinata di V

~ R = (pg, B) riferimento affine con orgine in py
~ YR =B °Vp, : A — A"(K) isom. affine (coordinate affini)

_—

Note: 1) po,pl € A ~ 9y =4k 0 v — g con vy = pop,

2) R = (po,B) e R = (p;, B") riferimenti affini su A

~ YRR = VR ° YR T+ Mp -z — 1 con zg = vpr(vp)
cambiamento di coordinate affint

3) ¢ : A— B appl. affine, R e S riferimenti affini su A e B

~ prs: AMK) — A™(K) appl. aff. def. prs = Vs °povm
© in coord. affini indotte da R e S
4) RS altri rif. affini su A, B ~ @r/.g/ = V5.5 ° PR.S ° 71?2,13/
5) A spazio affine reale, dim A =n < o

orient. di A < classi di equiv. di (pg,...,pn) affin. indip.

Equazioniy di sottospazi

A spazio affine su V di dimensione n < oo su K
R = (O, B) riferimento affine con origine O € A
~ yp : A — A"(K) = K" coordinate affini
~ (Yr)x = v : V — K" coordinate lineari

L C A sottosp. affine <= vr(L) C A"(K) sottosp. affine
~ Dir L <2 v5(Dir L) = Dir(yg(L)) ~ dim L = dim vg(L)

Ly, Ly C A sottosp. affini paralleli/incid. /trasv./compl. /sghembi
< Yr(L1),vyr(Le) C A™(K) paralleli/incid. /trasv. /compl. /sghembi

~~ basta considerare i sottospazi affini di A"(K) = K"



Geometria 1 Geometria affine /9

Po;P1s- - Pk € K" ~> vy =pi—po, ... ,vp = pr—po € K"

Do, P1s-- -, Pr affinemente indipendenti

< rg(vy...vx) =k con vy,...,v, € My K

& rg(po... o) =k+1conp; = (1,p;) € Mpy11K

Equazione parametrica di (po,p1,. .., pr)y C K"

r =po+tiv1 + ...+ tpvr con x = (xq,...,2,) coord. e t; parametri
(F = toPo +tiPr + ...+ tiPr con T = (L,2), pi = (1,ps), Son_oti = 1)
cox=M-t+C conx=(x1,...,2,),t=(t1,...,1) vett. colonna

~

M = (’U1...’Uk) GMn’kK eCpoEMn,1K
o Z=M-tconz=(1,z),t=(1,t) vett. colonna

e M = (L) € MypipiK

CIM
Equazione cartesiana di (pg, p1, - - . ,pk>Aﬁ Cc K»
rg(vy... v x—po) =k con = (x1,...,2,) coord. e pyg € M, 1K

(rg(po p1--- Dk ) =k +1 con & = (1,x) vett. col. e p; € M, 11 1K)

e~ detM; =...=det M, =0 con My,...,M,_; orlatt dv Q C M
mat. quadrata con rgQ) = k

e~ A-x=BconAdeM,_y,K,rgA=n—-k, Be M,_;1K
> A-T=0conZ=(1,z) vett. col. e A = (—B|A) € My —gn+1K
Condiziont di parallelismo

L C K" sottospazio affine «» =M -t+C <~ A- 2 =B
~DiwrLCK" +»ax=M:-t«» A-2=0

L' C K™ sottospazio affine t.c. g€ L' e L' || L e dim L' = dim L

cox=M-t4+axg«o A-(z—29) =0 (A-z=A"x)

Ly, Ly C K" sottospazt affint «» z=M; -t +C; «~ A; -x = B;

~> Ly || Ly < vg(Mq|My) = max{rg My,vg My} (M || My se L; rette)
&g (ﬁ—;) = max{rg A;,rg As} (A || Ay se L; iperpiani)
& A1-My =00 Ay- My =0
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Affinita in coordinate

A spazio affine su V di dimensione n < oo su K
R = (O, B) riferimento affine con origine O € A

~ Aff A= Aff A(K) = Aff K" isom. def. p < ppg
© i coord. affiny indotte da R

(~ Tra A= TraK", DilA = DLK", Aff, A= Aff, ) K")

def

YR P Vg

Note: 1) R' = (O’, B") altro rif. affine ~ ¢r' = Yr.r ° ¥R 07}_3713,
2) p: K" — K" affinita
sy=px)=M-24+C con M € GL(n,K) e C € M, ;1K

~

v ele) = A - ~ 100
sSy=M xconx—(lax)ay—(lvy)eM_(ﬁ’M)

3) vr.r cambiamento di coordinate affini ha questa forma

def

AffK™ =2 A(n,K) = ({M — (%) | M € GL(n,K),C € M, 1K}, )
- gruppo _affine di grado n su K

Note: 1) A(n,K) C GL(n+1,K) sottogruppo (non mormale)
2) o, e AfK", o(x) =y, ¢¥(y) = 2
y=M-z+C,2=N-y+D ~ 2= (N-M)-x+ (N-C+D)
y=M-2,Zz=N-y ~ z=(N-M)-x

Equiwalenza affine

A spazio affine, X,Y C A sottoinsiemi

X =Y LR Jp € Aff A tale che Y = p(X)

Uxey affinemente equivalenti

Esempi: 1) L =3 L < dim L =dim L', VL,L" C A sottosp. affini
(A=K", o€ AffK" t.c. (L) =L", p(x) =N-z+ D
L:z=M-t+C~L:x2=(N-M)-t+ (N-C+ D)
L:A-x2=B~ L': (A-N:l)-;c:B+A-]\Nf_1-D

5 (1()) Liz=M-t~ L:z=(N-M)-t
p— ~> ~ ~ ~
CIN L:A-x2=0~L:(A-N1.2=0

2) {p1, o0t Zag{ar, -5 @} V{pi} {as} affinem. indip.
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3) A spazio affine ~ triangoli tutti affinem. equivalenti
A piano affine ~ quadrilateri non tutti affinem. equiv.
4) A spazio affine reale ~ segmenti e semispazi sono
tutti affinemente equivalenti

(<p17 e 7pn>con =Af <QI7 ceey qn>Con \V’{pi}, {qz} aff. indip.)
P proprieta riferita ai sottoinsiemi di uno spazio affine A
proprieta affine PLEN proprieta invariante per affinita di A
(cioe: P vale per X < P vale per o(X) Vo € Aff A)

Note: 1) P proprieta di X C A e affine < si puo esprimere
in termini della struttura affine di A (soltanto)
2) P proprieta di X C A definita in coordinate affini
e affine < non dipende dalla scelta del riferim. affine

Esempi: 1) indip. affine di X = {py,...,pr} € una prop. affine

2) p = baricentro di X = {py,...,pr} def. in coord. affini
def

r =bar{x,...,xx} > Ti/k (combinazione affine)
e una prop. affine (> .(M -2, +C)/k=M -2+ C)
3) convessita di X C A sp. affine reale € una prop. affine

Quadriche affint

A spazio affine di dimensione n < oo su K, carK # 2

@ C A quadrica affine

& @ ha equaz. cart. di grado 2 in un sistema di coord. affint
< (@ ha equaz. cart. di grado 2 in ogni sistema di coord. affini

< (@ ha equaz. cart. scalare di grado 2 in L C A sottosp. affine
L dim L —1)

(Q e una ipersuperficie quadrica in L, dim Q)

Esempi: coniche/quadriche nel piano/spazio euclideo

Q,Q" C A quadriche con dim @ = dim Q’

~ @ C L, Q" C L' ipersuperfici quadriche con dim L = dim L’
~ @Q,Q" C L ipersuperfici quadriche (a meno di affinit)

~~» basta considerare tpersuperfici quadriche
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R = (O, B) riferimento affine con origine O € A
~ vp : A — A™"(K) = K" isomorfismo affine

Q C A (ipersuperf.) quadrica MLN Yr(Q) (ipersuperf.) quadrica
Q,Q" C A (ipersup.) quadriche, Q =5 Q" < Vr(Q) =z Yr(Q)

~~ basta considerare ipersuperfici quadriche in A"(K) = K"

@ C K" ipersuperficie quadrica, car K £ 2

o szzl A jT;T5 + Z?:l 2b;x; +¢c =10
equazione cartesiana con a; j,b;,c € K e a; ; non tuttt nullt
a meno di moltiplicazione per un fattore k € K — {0}

ot Ax4+2B-24+C=0con Ae MWK—-{0},Be M ,K,CecK

o 7 A5 =0 con A= (S e LK, A € MK - {0}
Prop. rg zzlv,rgA proprieta affini di Q
(indipendenti dall’equazione)
Dim. = M -7’ con M € A(n,K)
= A T=0~ 3 A-F=0
con A/ =M*A-M = rgA =rgA
x=M- 2" con M € GL(n,K)
=2 A x2+2B-2+C=0 ~ 2/ A - 2'+2B -2+ C'=0
con A =M*A-M = rgA" =rgA
r=2a"+D con De M, K
a2 A x+2B-2+C =0~ 2 A -2/'+2B -2+ C"=0
con A=A =1rgA" =rgA
A =kAconkeK—{0} =rgd =rgA
A =kAcomkeK—-{0} =rgA" =rgA

~ rgQ & rg A (rango della quadrica Q)
g Qoo 44 rg A (rango della quadrica all’infinito Q)

Note: 1) 1 <rg@Q <n+1lel<rgQs <n
2) 19 Qoo =79 Q,7gQ — 1,79 Q — 2
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Prop. Q C K™ ipersuperficie quadrica, car K £ 2
= 3 R riferimento affine con coordinate = tale che
() ha equazione canonica - A-z+2B-2+C =0
cona;; =0sei#7,a,; =0 se?>rgQx
b, =0e C =0 se rgQsc=19Q
b=0sei#*n, b, =0eC=1se rqQs=19Q — 1
b, =1e(C =0se rgQ=190Q — 2
Dim. =M 2" t.c. 2 A- 2 ~ 2 A" -2/ con A" diagonale
~a;;=0seiFjea; =0sei>r9Qx (0 sei<rgQx)
r=2a"+D cond; =—bj/a;; se i <rgQx e d; =0 altrimenti

~ b =0 se i <rgQs
T Qoc=719Q = b;j=0perognii=1,....ne C =0
T Qoo=7179Q —1 =b;=0perogniz=1,...,ne C #0
~ C =1 (si divide V'equazione per C)
T Qoo =719Q — 2 = b; # 0 per qualche 7 > rg Qs
~ b, =1 (z; < x, e st divide per by,)
~bi=0sei<neC=0
(T ~ Ty — BgQu<icnbizi — C/2)
Q) C R™ ipersuperficie quadrica reale
o 7" A2 4+2B2+C =03 A-T=0

Prop. sgn A

lrg A — 2pos A] > 0
sgn A lrg A — 2pos Al >0
proprieta affini di @ (indipendenti dall’equazione)

def

Dim. indipendenza dalle coordinate come per “rg;l/ e rgA
A'=kA con keR—{0}
— pos A’ = pos A o rg A — pos A (se k< 0)
pos A’ =posA orgA—posA (se k<O0)

~ sgn () A4 sgnﬁ > 0 (segnatura della quadrica Q)
sgn (oo 4o sgn A > 0 (segnatura della quadrica all’infinito Q)
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Note: 1) r1gQ =23gnQ <71gQ € 7 Qoo =25gN Qoo < 79 Qoo
2) sgn Qoo = sgn @ ,sgn @ £ 1
(sgn Qoo = sgn Q) se 14 Qoo =T Q, 194 Q — 2)

Prop. Q C R ipersuperficie quadrica reale
= J R riferimento affine con coordinate x tale che
@ ha equazione canonica *-A-x+2B-2a+C =0
con a;; = 1 per ogni i =1,...,79g Qo ,
uniocamente determinata da rg@Q,rg Qoo , sgn Q) , sgn Q)
a meno di cambiamento di segno e permutazione delle x;

Dim. segue dalle prop. precedenti e dal teorema di Sylvester

Corol. Q,Q" C R™ ipersuperfici quadriche reali
= Q& rgQ =19 Q" sgn @ = sgn Q'
19 Qoo = T Oy » 89N Qoo = sgn O

Dim. @ =55 Q" < hanno la stessa equazione canonica,

Esempi: 1) Q C R* conica affine reale
classificata al variare di (rg @, sgn @, g Quo, SgN Qo)
(3,3,2,2) ~ 2° +y* = —1 (ellisse a punti imm.)

( ) ~ 2* +y* =1 (ellisse)

( ) ~ 2* —y* =1 (iperbole)

( ) ~ z* — 2y = 0 (parabola)

(2,2,2,2) ~ 2* + y* = 0 (rette incidenti imm.)

( ) ~ x* = —1 (rette parallele imm.)

( )

( )

z* —y* = 0 (rette incidenti)

z* = 1 (rette parallele)

(1,1,1,1) ~ 2* = 0 (rette coincidenti)

2) Q C R? quadrica affine reale
classificata al variare di (rg Q, sgn Q, 19 Qoo , SgN Qo)
(4, 4,3,3) ~ 2* + yQ + 2% = —1 (ellissoide a pun.imm.)
(4,2,3,3) ~ z° +y + 2* = 1 (ellissoide)
(4,2,3,1) ~ 2* —y* — 2 = 1 (iperboloide ellittico)
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~ 1% +y* — 2z = 0 (paraboloide ellittico)

~ 1% +y* — 2* = 1 (iperboloide iperbolico)
(

~ =yt —22=0

paraboloide iperbolico)
~ 1% +y* + 2> = 0 (cono immaginario)
~ 1* +y* = —1 (cilindro immaginario)

~ 1 +y* —2°=0 (cono)

~ x° —y® =1 (cilindro a sez.iperbolica)
~ 2% — 2z = 0 (cilindro a sez. parabolica)
~ 2% 4+ y* = 0 (piani incidenti imm.)

= —1 (piani paralleli imm.)

2 _
> —y* =0 (piani incidenti)
* =1 (ptani paralleli)

2 _

( )
( )
( )
( )
( )
( )
(3,1,2,2) ~ 2* + y* = 1 (cilindro a sez. ellittica)
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

= 0 (piani coincidenti)

Prop. @Q C C" persuperficie quadrica complessa
= J R riferimento affine con coordinate x tale che
@ ha equazione canonica z*- A-x+2B-2a+C =0
con a;; = 1 per ogni ¢ = 1,...,7g Q

Dim. segue dalla prop. prec. e dalla diag. delle forme bilin. compl.

Corol. Q,Q" C C™ ipersuperfici quadriche complesse
=g @ rgQ =19Q", 19 Qoo =19 Qg

Dim. @ =55 Q" < hanno la stessa equazione canonica

Esempi: 1) Q C C* conica affine complessa
classificata al variare di (rg Q,rg Q)

3,2) ~ x* +y* = 1 (ellisse/iperbole)

3.1

2,2

2.1

1,1

~ 1% — 2y = 0 (parabola)
~ 1* 4+ y* = 0 (rette incidenti)
~ 1% = 1 (vette parallele)

(
(3,1)
(2,2)
(2,1)
(1,1)

~ x* = 0 (rette coincidenti)



Geometria 1 Geometria affine /16

2) Q C C° quadrica affine complessa
classiﬁcata al variare di (rgQ,rg Qo)
(4,3) ~ 2* + y + 2* = 1 (ellissoide/iperboloide)
(4,2) ~ x* + y* — 22 = 0 (paraboloide)
(3,3) ~ 2* +y* + 2* =0 (cono)
(3,2) ~ 2*+y* = 1 (cilindro a sez. ellittica/iperbolica)
(3
(2
(
(

~ 1% — 22 = 0 (cilindro a sez. parabolica)

Y

3,1
,2) ~ x° +y* = 0 (piani incidenti)
2.1
1,1

~ x* =1 (piani paralleli)

)
)
)
) ~ 2* = 0 (piani coincidenti)

Note: 1) ellissi e iperboli sono affinemente equivalenti su C
2) ellissoidi e iperboloidi sono affinemente equiv. su C
paraboloidy ellitticy e iperbolicy sono affin. equiv. su C



